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مقاله پژوهشي

   بندي مثلث سازي نهيبه ايشمارش  يبرا ديجد يكرديرو
  MIS بر يمجموعه نقاط در صفحه مبتن

  تيزهرا رضاو  نوراله يعل

  
  

گراف  كيمسطح  هيدر صفحه، برابر با تعب S مجموعه نقاط بندي مثلث :چكيده
 يرمجموعه نقاط است به طو يرو) الي نيشتريبا ب( نيشيب الخط ميمسطح مستق

دو مسئله . همان مجموعه نقاط داده شده باشد قاًيمجموعه رئوس گراف دق كه
 Sمجموعه نقاط  توان يم قيبه چند طر) الف. است قيمورد تحق نهيزم نيمهم در ا
. است نهيبه يخاص يژگيبر اساس و بندي كدام مثلث) كرد ب بندي را مثلث

رابطه بسته  يكه داراخاص  طيمسئله باز است و به جز در شرا كيمسئله اول 
ارائه  يآن در حالت كل يبرا اي با زمان چندجمله يتميتا به حال الگور باشد يم

كه مجموع  بندي كردن مثلثدايكه هدف پ يدر حالت زيمسئله دوم ن.  نشده است
، لذا (MWT) است NP-HARDمسئله  كيباشد  نيآن كمتر يها اليطول 
 يبرا يبيتقر اي اي فرامكاشفه ،اي مكاشفه يها تميارائه الگور يدر راستا قاتيتحق

  .دو حالت انجام شده است نيا
 يگراف تقاطع حاصل از تمام ديه در آن با تولكارائه شده  يمقاله روش نيا در
 هايي تميو سپس الگور شود يم ديتول Sزوج نقاط  يحاصل از تمام هاي خط پاره
 نيف تقاطع و همچنگرا (MIS) نيشيمستقل ب هاي همه مجموعه ديتول يبرا

گراف  ديتول كرديرو نيا. شود يها ارائه م مجموعه نيشمارش تعداد ا يبرا يروش
 ديجد ينگاه نيشيبه مسئله مجموعه مستقل ب بندي مسئله مثلث ليتقاطع و تبد

و از آنجا كه ارائه  شود يدر هر دو حالت الف و ب محسوب م بندي به مسئله مثلث
بودن آن دشوار است لذا با  يب به خاطر ذات هندس ايمسئله الف  يبرا تميالگور
 مسئله يكه تا به حال برا ييها تميالگور يتمام ،مقاله نيشده در ا مطرح كرديرو

MIS در هر دو حالت الف  يبند حل مسئله مثلث يبرا توان است را مي مطرح شده
است  يكرديرو MISبه مسئله  بندي مسئله مثلث ليتبد كيتكن. ب به كار برد اي

 بندي تعداد طرق مثلث شل شماريحل مسا يبر آن برا يمبتن يكه تا به حال روش
 ينيروش تخم كي نيعلاوه بر ا. وزن گزارش نشده است نيبا كمتر بندي مثلث اي

 جيارائه خواهد شد كه نتا بندي متوسط تعداد حالات مثلث نييتع يبرا اي مكاشفه
  .هستند قيبه مقدار دق كينزد ياز ورود هايي نمونه يرو دهد ينشان م سازي ادهيپ

  
وزن، مسئله شمارش، مجموعه  نيبا كمتر بندي مثلث ،بندي مثلث :كليدواژه

  .گراف تقاطع ن،يشيمستقل ب

  قدمهم - 1
، برابر است با گراف )يدوبعد( صفحه در Sمجموعه نقاط  يبند مثلث

گراف حاصل  طوري كه ، بهSبا مجموعه رئوس  2نيشيب 1الخط ميمستق
 

ماه  بهشتيارد 17تاريخ  و دردريافت  1398 ماه شهريور 27 در تاريخقاله اين م
  .شدبازنگري  1399
 ديشه ريدب تي، دانشگاه تربوتريكامپ يدانشكده مهندس، )مسئول سندهينو(  نوراله يعل
  .(email: nourollah@sru.ac.ir)ايران، ، ، تهرانييرجا

 ،، تهرانييرجا ديشه ريدب تي، دانشگاه تربوتريكامپ يدانشكده مهندس، تيزهرا رضا
  .(email: zahrarezayat72@gmail.com)ايران، 

1. Straight-Line 

 يمعن نيگراف به ا نيبودن ا نيشيب. شده باشد هيمسطح در صفحه تعب
گراف موجب  نيبه ا يگريالخط د ميمستق اليكردن هر  است كه اضافه

   انيبه ب. الخط نخواهد بود ميمسطح مستق لتقاطع شده و گراف حاص
تعداد  نيشتريب ،يدوبعد يدر فضا S مجموعه رئوس يبند مثلث گريد

طوري  به شوند رسم مي Sرئوس  نياست كه ب) ييها الي( ييها خط پاره
 يبند مثلث كي يها و مثلث ها اليتعداد . را قطع نكنند گريكدي ها الي كه
پوسته محدب مجموعه  يوكه بر ر يشده، به تعداد رئوس رئوس داده يرو

 شده تعداد عناصر مجموعه نقاط داده nاگر . رئوس قرار دارند وابسته است
S در صفحه و h مجموعه  3محدب پوسته يتعداد نقاط مرزS  ،باشد

و برابر با  يمساو S يدلخواه رو يبند هر مثلث يها ثلثتعداد م
n h 2 برابر با مقدار  يبند هر مثلث يها الياست و تعداد  2
n h 3   .باشد مي 3

 Sشده  عه نقاط دادهمجمو يدلخواه رو يبند نمونه مثلث كي T اگر
كه  يبند مثلث يها باشد، تعداد وجه T يبند مثلث يها تعداد مثلث mو 
mبرابر با  شود ينشان داده م fnبا  1  وجوه وجه  نياز ا يكياست كه

هر مثلث . باشند مي يمثلث يمتناه يها وجه ،يو مابق يرونيب ينامتناه
در دو  اليهر  ياز طرف. است الي hشامل  يو وجه نامتناه اليشامل سه 

ه داد شينما enكه با  يبند مثلث يها اليوجه مشترك است، پس تعداد 
)برابر با  شود مي )m h3  ياصل رابطه يشده از رو روابط مطرح. است 2
eمسطح كه به صورت  يها در گراف 4لرياو fn n n   است به  2

  .ندآي دست مي
كردن دايو پ يبند مثلث هاي مجموعه نقاط و روش يبند مثلث ليمسا

 ياز گذشته تا كنون مورد بررس خاص، يها يژگيبا و يبند مثلث كي
تعداد  n دبه عنوان نمونه فرض كني. استقرار گرفته  ياديمحققان ز

 يمختلف يها روش. شده در صفحه باشد داده Sعناصر مجموعه نقاط 
ز انواع ا. كرد يبند مجموعه نقاط را مثلث نيا توان وجود دارد كه مي

 نياز مشهورتر يكيكه  5يدلان يبند به مثلث توان مي ها يبند مثلث
س هر أگذرنده از سه ر رهياست اشاره كرد كه در آن هر دا ها يبند مثلث

 نيا). است يخال رهيدا( باشد نمي يگريس دأر چيمثلث شامل ه
)Oدر زمان  7يوورون اگراميد 6از دوگان يبند مثلث log )n n ديقابل تول 
مورد توجه  شهيخاص هم طيتحت شرا يبند مثلث نيبهتر افتني. است
است و  نهيبه يبند مثلث كي يادياز جهات ز يدلان بندي مثلث. است بوده

 

2. Maximal 

3. Convex Hull 

4. Euler 

5. Delaunay Triangulation 

6. Dual 

7. Voronoi Diagram 
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از  يكيكه  كند مي نهزمان بهي صورت هم را به ياريتوابع هدف بس
 نيا يها مثلث كل در هيزاو نتري است كه كوچك ناي هاآن نتري مهم
از  يدلان يبند مثلث يها مثلث گرعبارت دي به. است نهيشيب ،يبند مثلث
 ].1[تر است  چاق تر و ها پهن يبند مثلث ريسا يها مثلث
است كه بر اساس  1صانهيحر يبند مثلث ،يبند از مثلث يگريد نوع
بدان  نيا. كند شده، عمل ميجاديا يها مثلث يها اليطول  سازي حداقل

بر آن شده تا مجموع فواصل،  سعي ها نتخاب مثلثاست كه در ا يمعن
رئوس  هيكل نيدر ابتدا فاصله ب. حداقل مقدار ممكن را داشته باشند

رسم  بيو به ترت گردند فواصل مشخص مي نيشده و كمتر همحاسب
 تميالگو نيدر ا سازي رهيذخ يمحاسبات و فضا يزمان يدگيچيپ. شوند مي

O( )n3 از فواصل دارد كه  يبزرگ هيبه محاسبه آرا ازيروش ن ناي. است
 ].2[ گردد ميروش  نيبودن ارگي باعث زمان

 يبند مثلث يو اساس يرساختيز يآن زمان كه محققان به كاربردها از
 تيفيك ،يبند مثلث يساز نهيبردند به دنبال آن بودند كه بتوانند با به يپ

 .دهند شيكار خود را افزا
توسط دوپ و  1970مجموعه رئوس در سال  نهيبه يبند ثمثل مسئله

 هاي ساخت مدل يآن برا شنهاديپكه  ،]3[مطرح شد  2اسكاك گات
 يبرا صانهيحر تميبا استفاده از الگور نياز زم ينامنظم مثلث اي شبكه
 يبند استفاده از مثلث) 1975( در سال 3يشاموس و هو. بود آن بيتقر
 4ديمسئله توسط لو نياما ا ]4[ ارائه دادند نهيهب يبند مثلث يرا برا يلاند
نشان داد كه وزن دو  5كپاتري ركيدر واقع ك]. 5[رد شد ) 1977(

 ].6[ از هم متفاوت باشند يفاكتور خط كيبا  تواند مي يبند مثلث
نشان داده شد كه مسئله  6و جانسون يتوسط گر 1979سال  در
ندارد و آن را در  اي جملهبا زمان چند يراه حل قطع نهيبه يبند مثلث

بود قرار  NP-Completness ل باز در كتاب خود كه دربارهياز مسا يستيل
 سئلهنشان دادند كه م 2008در سال  7مالزر و روت ت،يدر نها]. 7[ دادند
در  8جريو است يرم]. 8[ است NP-Hardل يجزو مسا نهيبه يبند مثلث
 نيحل ا يبرا يبيتقر يها تمياز الگور توان نشان دادند كه مي 2009سال 

 ].9[ مسئله استفاده كرد
ل مهم در حوزه هندسه ياز مسا يكيوزن،  نيبا كمتر يبند مثلث
با  .آن صورت گرفته است يرو ياديز قاتيكه تحق باشد مي يمحاسبات

حل مسئله به  يبرا اي با زمان چندجمله تميتوجه به عدم وجود الگور
مسئله را  نيكردند ا شده، محققان سعي شناخته يها با روش نه،يصورت به
شده  ارائه يها تميالگور توان مي رو نياز ا. حل كنند ياصخ يها در حالت

از  اي دسته. نمود ميرا به چند دسته تقس نهيبه يبند محاسبه مثلث يبرا
از ) يو نه در حالت كل( يخاص يها حالت يمسئله را برا ها تميالگور

 يها تميبا استفاده از الگور گريد يبعض. دكنن مي مجموعه نقاط محاسبه
 ياز روش كلون] 10[در . زنند مي بيرا تقر نهيبه يبند مثلث وزن 9يبيتقر

مسئله  يبرا شود محسوب مي 10اي فرامكاشفه تميالگور كيها كه  مورچه
 يها كياز تكن زين يتعداد. وزن استفاده شده است نيبا كمتر يبند مثلث

 

1. Greedy Triangulation 

2. Duppe & Gottschalk 

3. Shamos & Hoey 

4. Lloyd 

5. Kirkpatrick 

6. Garey & Johnson 

7. Mulzer & Rote 

8. Remy & Steger 

9. Approximation 

10. Meta-Heuristic 

در  يشنهاديروش پ. كنند مسئله استفاده مي نيحل ا يبرا 11اي مكاشفه
 يبند مثلث مسئله يريپذ كه با استفاده از كاهش دهد نشان مي همقال نيا

و با وزن  12نهيشيبا طول ب نيشيمجموعه رئوس مستقل ب به مسئله نهيبه
نسبت  اليمعادل طول هر  يكه به هر رأس از گراف تقاطع وزن( نهيكم

س كه أر enحاصل از گراف كامل با  13قاطعگراف ت يبر رو) شود داده مي
 كرديتوان رويمدر صفحه قابل ساخت است،  هينقاط اول موعهمج ياز رو
 .كرد جاديمجموعه نقاط در صفحه ا يبندمثلثي سازنهيبه يبرا يديجد

از رئوس گراف  يا گراف، مجموعه كي يرئوس مستقل برا مجموعه
 نيا. رئوس وجود نداشته باشد نياز ا يجفت چيه انيم يلاي چياست كه ه

مورد نظر  نيشيبه صورت ب ايو  14نهيشيبه صورت ب ايمجموعه مستقل 
 افتيرئوس مستقل در گراف  يا به گونه دياول با فيدر تعر. رديگ يقرار م

نتوان را  شتريشوند كه در آن گراف، مجموعه مستقل با تعداد رئوس ب
مستقل از گراف مورد نظر مطرح  يوم مجموعه رئوسد فيدر تعر. افتي

اضافه كرد كه مجموعه  اي به آن به گونه يگريس دأاست كه نتوان ر
مستقل   مجموعه ، نهيشيهر مجموعه مستقل ب. بماند يحاصل مستقل باق

  . ستين نهيشيب لزوماً نيشيمستقل ب  مجموعه يهست، ول زين نيشيب
 ههمساي ريغ يها سأر نيشتريب نهيشيمستقل ب ، مجموعهG گراف يبرا
)مجموعه با  نيا گراف را در خود دارد و اندازه نياز ا )G  نشان داده
-NP اي در گراف دلخواه مسئله نهيشيمستقل ب مجموعه افتني. شود يم

Hard آن  يبرا اي دجملهبا زمان چن يتميالگور حالرو تا به  نياز ا و است
 .ارائه نشده است

 ياريبس يكاربردها وتريگراف و علوم كامپ هيمستقل در نظر مجموعه
نشان داد كه از مجموعه رئوس مستقل  1976در سال  15لاولر مثلاً ،دارد
 ].11[ كردن گراف با سه رنگ استفاده كرد رنگ يبرا توان مي

 يتميالگورگراف دلخواه تا به حال  كي يو برا يحالت كل در
 نيبنابرا. است نشده  دايپ نهيشيمجموعه مستقل ب افتني يبرا يا چندجمله

مقدار  ايدر حالات خاص حل كنند  ايمسئله را  نيداشتند ا يمحققان سع
 نهيبه به كينزد يبه مقدار ايبزنند و  بيتقر نهيآن را نسبت به جواب به

نشان دادند كه  16موون و ماسر 1965به عنوان مثال در سال . ابنديدست 
nس حداكثر أر nهر گراف با   Sاگر ]. 12[دارد  17نيشيب كيكل 33

گاه تعداد عناصر  آن ،باشد Gدر گراف  نهيشيمجموعه رئوس مستقل ب
كامل  رگرافيبرابر با تعداد رئوس ز Gر گراف د نهيشيمستقل ب مجموعه

است كه آن مجموعه را ) G 19مكمل گراف( Gدر گراف  18نهيشيب
 يمواز تميالگور كي 20يلاب زين 1986در سال . نامند مي نيشيب كيكل
رو  شيپ در مقاله]. 13[ مستقل ارائه داد مسئله مجموعه رئوس يبرا

. شود مطرح مي هيزوج رئوس اول گراف تقاطع حاصل از در نظر گرفتن همه
ها  از مجموعه ياشتراك ايكه تقاطع  تاس  يگراف تقاطع گراف ات،ياضيدر ر

  به   .دهد يم  نشان  شكل  دو  آن  نيب  الي  كي  توسط  را  يهندس  اشكال  اي

 

11. Heuristic 

12. Maximum Independent Set 

13. Intersection Graph 

14. Maximum 

15. Lawler 

16. Moon & Moser 

17. Maximal Clique 

18. Maximum Clique 

19. Complementary Graph 

20. Luby 
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  .رأس 5اف كامل با گر : 1شكل 

  
داده شده باشد و مجموعه  S مجموعه ديفرض كن گريد يعبارت

 كي C هر عضو ياگر به ازا. مينشان ده Cرا با  S هاي رمجموعهيز
 نياشتراك داشته باشند ب Cكه دو عضو  يرتصو و در مكني رأس رسم 

مجموع  يشكل حاصل گراف اشتراك ،رسم شود ياليرئوس متناظر با آنها 
C شده و  دهينام( )I C در  توان از گراف تقاطع مي. شود داده مي شينما
 يساز مدل در مسئله توان نمونه مي يبرا .تفاده كرداس يل متفاوتيمسا

 ريگراف غ هر. استفاده كرد ها ابانيتقاطع خ يچندزمانه برا ييچراغ راهنما
 نيبه ا. شود انيگراف تقاطع ب كيممكن است به صورت  Gدار  جهت

 ivكه با  را ييها الي iSاز مجموعه  Gاز  ivس أهر ر يصورت كه برا
  تقاطع  كي ينچنينيسپس دو مجموعه ا .ميريتداخل دارند در نظر بگ

اشتراك داشته  الي كيدر  دارد اگر و فقط اگر رئوس مربوط يته ريغ
 دهند يرا ارائه م يساختار 1966در سال  1پاول و گودمان ردوس،ا. باشند

عناصر در  يمعنا كه تعداد كل نيبه ا ،]14[ دارد يشتريب ييكه كارا
تعداد عناصر مجموعه حداكثر . كمتر است iSشده  بيترك يها مجموعه

n2  1945تا سال . ئوس در گراف استتعداد ر nاست كه  4
گراف  ،ها كه همه گراف بودندباور  نيهم بر ا يماركوزك - لراجنيسزپ

  ].15[ تقاطع هستند
دار  جهت ريغ يگراف (WC)2 پوشش ها، گراف خوش گراف هينظر در

اندازه  يدارا نيشيرئوس مستقل ب هاي  است كه در آن تمام مجموعه
 اندشده بررسي 3بار توسط پلامر نياول WC هاي گراف .باشند كساني
مجموعه  كي يرو هاي بندي همه مثلث مجموعه نياز آنجا كه ب]. 16[

 نيشيهمه مجموعه رئوس مستقل ب شده در صفحه و مجموعه دادهنقاط 
 ،وجود دارد) و پوشا كيبه  كي( هينگاشت دوسو كيرئوس گراف تقاطع، 

از رئوس  نيشيب مجموعه مستقل كيمعادل  قاًيدق يبند لذا هر مثلث
 كيمختلف  هاي يبند مثلث از آنجا كه همه نيهمچن .گراف تقاطع است
با هم هستند و هر  كساني هاي اليتعداد  يشده، دارا همجموعه نقاط داد

رأس از مجموعه رئوس مستقل  كيمعادل  قاًيدق يبند از هر مثلث الي
 مهتعداد رئوس ه نياست، بنابرا يبند معادل با آن مثلث نيشيب

 يبا هم برابر است و لذا گراف تقاطع نيشيرئوس مستقل ب هاي مجموعه
شده  هر مجموعه نقاط داده ياز رو يشنهاديپ هاي تميكه در بخش الگور

 .است WCگراف  كي شود ساخته مي
مقاله ابتدا گراف كامل حاصل از مجموعه رئوس موجود در  نيا در

حاصل از برخورد  سپس گراف تقاطع و شود صفحه در نظر گرفته مي
گراف  يها صورت كه گره نيبه ا. شوند گراف كامل مشخص مي يها الي

متقاطع در گراف كامل حاصل از مجموعه رئوس باشد و  يها اليتقاطع، 
  هم   با  كه  يقطر  دو  هر  كه  شود مي  فيتعر  رتصو  نيا  به  آن  يها الي
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  .G1حاصل از گراف  G1گراف تقاطع   :2 شكل

  
در . شود در گراف تقاطع در نظر گرفته مي شاننيب ياليمتقاطع باشند 

و سپس  ميكن يگراف تقاطع تعداد مجموعه رئوس مستقل را محاسبه م
را با توجه به گراف  نيشيمختلف مجموعه رئوس مستقل ب يها حالت

 نيگراف تقاطع، تعداد عناصر ا ودنبWCه با توجه ب. مكني مي دايتقاطع پ
برابر با تعداد عناصر مجموعه رئوس  نيشيمجموعه رئوس مستقل ب

هستند  ييها الي انگريمجموعه رئوس ب نيا. باشد مي زين نهيشيمستقل ب
. متقاطع حذف شوند يها الي ريبمانند و سا يباق ديكه در گراف كامل با

كرد  دايمجموعه رئوس را پ يبند لثتمام حالات مث توان صورت مي نيبه ا
 نيآن كمتر يها اليكه جمع مجموعه  يحالات آن حالت نيا نيو از ب

 .ستاباشد جواب مسئله 
 كرديدر بخش سوم مراحل رو ه،ياول فيمقاله در بخش دوم تعار نيا در
 يها يبند تعداد مثلث نيتخم يبرا اي روش مكاشفه كي نيو همچن ديجد

و  يساز ادهيپ جيشده، در بخش چهارم مثال و نتا داده نقاط يرو رپذي امكان
  .ارائه شده است يريگ جهيدر بخش پنجم نت

  هياول فيتعار - 2
 .شوند مي مقاله شرح داده نيشده در ا استفاده ميبخش مفاه نيا در
است كه در آن هر رأس به  يا گراف كامل گراف ساده )1 فيتعر
   ها اليس تعداد أر nامل با در گراف ك. مجاور است گريد يها سأر يتمام

nبرابر  
 
 2 دهد رأس را نشان مي 5گراف كامل با  1شكل . است.  

س باشد، أر nشده در صفحه با  هيگراف تعب كي Gاگر  )2 فيتعر
)گراف تقاطع آن  , )G GG V E   كه در آن  شود مي دهينامGV  

 هيمتقاطع در تعب اليو هر دو است  Gتقاطع گراف  يدارا هاي الي
GEدر  الي كي جاديموجب ا Gالخط گراف  ميمستق  خواهد شد. 
در نظر گرفته شود،  1به صورت شكل  G1عنوان مثال اگر گراف  به

 .دهد را نشان مي G1گراف تقاطع مربوط به  ،2گراف شكل 
 نيشتريب ،يدوبعد يدر فضا Sمجموعه رئوس  يبند مثلث )3 فيتعر

 به شوند رسم مي Sرئوس  نياست كه ب) ييها الي( ييها خط اد پارهتعد
  .را قطع نكنند گرديكي ها الي طوري كه
 يبه تعداد رئوس مستقر بر رو يبند مثلث كي هاي و مثلث ها الي تعداد

 hعه در صفحه و تعداد رئوس مجمو nاگر . پوسته محدب وابسته است
دلخواه از  يبند هر مثلث هاي د رئوس پوسته محدب باشد، تعداد مثلثاتعد
S برابر با مقدار  يرونيب يبدون در نظر گرفتن وجه نامتناهn h 2 2 

برابر با مقدار  S يدلخواه رو يبند هر مثلث هاي الي تعداد نيبنابرا. است
n h 3  .خواهد بود 3

مجموعه از رئوس ريهر ز Gهر گراف دلخواه مانند  يبرا )4 فيتعر
 كيد، مجاور نباشن Gاز آن مجموعه در گراف  يدو رأس چيآن كه ه

اگر نتوان رأس  نيهمچن. شود مي دهينام Gمجموعه مستقل از گراف 
  بماند،   يباق  مستقل  كه  يطور  به  كرد  اضافه  مستقل  مجموعه  به  يگريد
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3 شده حاصل از حذف يبندمجموعه نقاط مثلث : 3شكل  4 5{ , , }e e e  در گراف كامل

1G.  
  

 نيشيمجموعه مستقل ب كي Gگراف  يرااز رئوس ب رمجموعهيآن ز
را  Gاز گراف  نيشيمجموعه مستقل ب نيتر بزرگ. شود محسوب مي

  .نامند مي Gگراف  يرو نهيشيمجموعه مستقل ب
}مجموعه رئوس  2گراف شكل  رد , }e e1 مجموعه مستقل  كي 2

} مجموعه. شود محسوب مي باشد مي زين نهيشيكه ب نيشيب }e1 كي زين 
چون  2گراف شكل  .باشد نمي نيشيب اي نهيشيب يمجموعه مستقل است ول

در . باشد مي زين نهيشيب ن،يشياست هر مجموعه مستقل ب WCگراف  كي
 پنج مجموعه نيوجود دارد كه ا نيشيگراف پنج مجموعه مستقل ب نيا

{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }e e e e e e e e e e2 4 3 5 3 4 1 2 1 هستند و لذا تعداد  5
  .است 5برابر مقدار  1گراف شكل  يها يبند مثلث

  يشنهاديپ يها تميالگور - 3
 يمناسب برا اي و رابطه تميبه دست آوردن الگور ،مقاله هدف نيا در
 WCگراف  كيدر  نيشياسبه تعداد حالات مجموعه رئوس مستقل بمح

محاسبه منجر به محاسبه تعداد حالات مختلف  نيا اًتينها نيهمچن. است
 نيهمچن .دشو شده در صفحه مي داده نقاط از مجموعه كي يها يبند مثلث
 يها يبند همه مثلث ديبا تول توان بودن تعداد نقاط مي كم ورتدر ص

 .ديرس زيشده ن مجموعه نقاط داده نهيبه يبند لثممكن، به مث
 شود شده در نظر گرفته مي نقطه داده nابتدا گراف كامل حاصل از  در

  تقاطع   گراف  يها الي  تعداد  شد  گفته  كه  طور  همان  .دگرد مي  دهينام Gو 
n 
 
 2 همان   از  حاصل  شده يبند مثلث  گراف  يها الي  تعداد  وn س أر  
nبرابر  h 3 از گراف كامل حذف  را الي Rتعداد  ديپس با. است 3

) 1(از  Rكه  ديرس Sاز مجموعه نقاط  يبند مثلث كيكرد تا به 
  كند مي تيتبع

( )
n

R n h
 

    
 

3 32  )1(  

 Gو آن  شود در نظر گرفته مي Gتقاطع حاصل از گراف كامل  گراف
GVگراف تقاطع  يها گره. دگرد مي دهينام   متقاطع گراف  يها اليهمان

رئوس  نيب الي كي يدارا G متقاطع در اليكامل هستند و هر دو 
GEگراف تقاطع  يها الي. هستند Gدر  اليمرتبط با آن دو   انگريب 

به  ديرئوس گراف تقاطع، با ناز بي. باشند طع ميمتقا يها الي نيب يتلاق
تعداد رأس را  نيا. ساخته شود يبند گره حذف شود تا مثلث Rتعداد 
است  نيا انگريب هيقض نيا. انتخاب كرد 1يسأپوشش ر هيبا قض توان مي

راف گ يها اليكه همه  ميكن را در گراف انتخاب ها كه حداقل تعداد گره
 هيس را با استفاده از قضأر Rتعداد  اگرصورت  نيدر ا. پوشش داده شوند

گراف تقاطع  يها اليتمام  ،مياز گراف تقاطع حذف كن يسأپوشش ر
 

1. Vertex Cover 

حداقل تعداد  مشوي صورت باعث مي نيو به ا شوند مي پوشش داده
 يبند حذف شود و گراف به حالت مثلث Gمتقاطع در گراف  يها الي

 م،يبنام nتقاطع را  افگر يها اگر تعداد گره نيبنابرا. شود ليشده تبد
 يتعداد قطرها اي(حذف شوند  ديكه نبا ييها صورت تعداد گره نيپس در ا

 MISاست كه در آن ) 2(برابر ) مانند مي يمتقاطع گراف كامل كه باق
  است نيشدهنده تعداد عناصر مجموعه رئوس مستقل بي نشان

MIS n R   )2(  

 نيشيمجموعه رئوس مستقل ب انگريتعداد رئوس در گراف تقاطع ب نيا
با . شود رئوس در گراف، كل گراف پوشش داده مي نيا نييبا تع يعنياست 

قاله م نيوجود دارد، در ا ير دو روش تفاوت كمه تيكه در كل توجه به آن
گراف تقاطع حاصل،  يبر رو ديبا يعني از راه دوم استفاده شده است

. شود دايپ MISبه تعداد  نيشيمتفاوت مجموعه رئوس مستقل ب تحالا
در زمان  يسأهمانند مسئله پوشش ر زيمسئله ن نيكه محاسبه ا جايياز آن
 يا پس محاسبه تعداد حالات آن كه خود مسئله شود، حل مي يينما

 گرانيحالات متفاوت مجموعه مستقل ب. شود يبررس ديبا زيجداگانه است ن
 نيپس در اصل در ا ،است زيمجموعه رئوس ن يبند مثلث اوتحالات متف

  .شود  مي يبررس يبند حالات متفاوت انواع مثلث اًتينها ها تميالگور
در محاسبه حالات متفاوت مجموعه  تميه تفاوت دو الگورمقال نيا در

محاسبه  يبرا يمعادلات نيهمچن. شود مي سهيرئوس مستقل مطرح و مقا
 .تعداد حالات متفاوت مجموعه رئوس مستقل ارائه شده است يبيتقر

كه تمام  صورت است كه بعد از آن نياول به ا تميالگور يكل روند
 هاي نام با گره هم قطرهاي ،سبه شدحالات مجموعه رئوس مستقل محا

  موجود در مجموعه مستقل حاصل از گراف تقاطع را در گراف كامل 
صورت اگر  نيدر ا. شوند متقاطع حذف مي يها الي رينگاه داشته و سا

تمام حالات  د،يرئوس مستقل به دست آ جموعهتمام حالات متفاوت م
 زيمسئله ن يوان ورودشده به عن مجموعه رئوس ارائه يبند متفاوت مثلث
 .شود محاسبه مي

}عنوان مثال بعد از حذف  به , , }e e e3 4 } داشتن و نگه 5 , }e e1 در  2
بعد از محاسبه تمام حالات . شود مي جاديا 3شكل  يبند ، مثلث2شكل 
 يها اليمجموع وزن  ،به دست آمده يها يبند در تمام مثلث يبند مثلث

وزن  نتريكم نيب نيو از ا شود شده محاسبه مي يبند مجموعه رئوس مثلث
 نيكه گفته شد هدف ا طور همان .شود انتخاب مي نهيبه عنوان وزن به

شده با  مجموعه رئوس ارائه يبند حالات متفاوت انواع مثلث يمقاله بررس
حالات مجموعه رئوس مستقل گراف تقاطع حاصل از  ياستفاده از بررس

  .است يكامل مجموعه نقاط ورود گراف
 ست، ابتداابه عقب  برگشت كيتكن بر يمبتن كه يشنهاديپ تميالگور در

 يها هر مرحله گره و در ميريگ يدر نظر م ديتمام رئوس را به عنوان كاند
 يباق يسأكار ر يدر انتها تاًيتا نها شود حذف مي يس انتخابأمجاور هر ر

س أعنوان ر بهبار  كيتا همه رئوس  كند مي دايروند ادامه پ نيا. نماند
مجاور به آن  يها اليو  يس انتخابأاول انتخاب شوند و رئوس مجاور ر

رئوس مجدداً به صورت  يمابق يروند برا نيو هم شوند رئوس حذف مي
شدن تعداد  انتخاب ،يشرط بازگشت از تابع بازگشت. ابدي يادامه م يبازگشت

. است دهند مي نيشيعه مستقل بمجمو كي ليلازم از رئوس كه تشك
قابل ذكر است كه در خط . ده استآم 4در شكل  يشنهاديكد روش پ شبه
تر از  هر بار رئوس بزرگ ،ياز انتخاب حالات تكرار يريجهت جلوگ 16
  انتخاب در  يبرا ييها نهيبه عنوان گز يجار يرأس انتخاب نيآخر

  است كه با توجه  ينسبت يتر بزرگ اي يتر كوچك .شوند نظر گرفته مي
v,در   گراف تقاطع يها كه به گره يداعدا  به code  همه رئوس  يازا  به  
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  .يشنهاديپ تميكد الگور شبه : 4شكل 

  
است   اي گونه  به  رئوس  انتخاب  بيترت  لذا  شود، مي  يبررس  شده  داده  قرار
 SelectedVerticesSetشده به مجموعه  ئوس اضافهر همه codeكه 
 .دهند را مي يدنباله صعود كي ليتشك

س از گراف تقاطع و قراردادن أاز آنجا كه انتخاب هر ر :تميالگور ليتحل
آن حذف رئوس مجاور  يو در پ SelectedVerticesSetآن در مجموعه 
دو نقطه از مجموعه نقاط  نيب خط واصل پاره كيانتخاب  يبه آن، به معن

 كار در گراف نيا. متقاطع با آن است يهاپاره خط هيو حذف كل يورود
با اندازه  WCگراف  كي دياست منجر به تول WCگراف  كيتقاطع كه 

تر خواهد شد و هر انتخاب رأس از گراف تقاطع قطعاً منجر به  كوچك
 يزمان يدگيچيذا پل ،خواهد شد يتكرار ريغ شده مجموعه رئوس انتخاب

 شوند مي ديتول يكه در خروج MIS هاي به تعداد مجموعه تميالگور
از  .است ازياندازه طول آن پردازش ن بههر مجموعه  يوابسته است و برا

در گراف تقاطع كه همان  نيشيمستقل ب يها رو اگر تعداد مجموعه نيا
 ،مينشان ده tاست را با  يمجموعه نقاط ورود يها يبند تعداد مثلث
)O برابر تميالگور يمرتبه زمان . )t MIS 2(و  )1(بر اساس . است( 

)Oبرابر  RecMISتابع  يگرفت كه مرتبه زمان جهينت توان مي . )t n2 
است كه به اندازه  يپارامتر يتابع دارا نيا ياست و از آنجا كه مرتبه زمان

خط . است 1يتابع حساس به خروج كيتابع  نيلذا ا ،دارد يبستگ يخروج
به تعداد تقاطع  شود كه در آن گراف تقاطع ساخته مي تمياز الگور 1شماره 

   نيبدتر  در  كه  آنجا  از  و  دارد  الي  نقاط  زوج  همه  نيب  واصل  يها خط پاره
nلذا   داشت  خواهند  تقاطع  كي  نقطه  4  هر  حالت 

 
 4 داشت   خواهد  الي  

)Oساخت گراف تقاطع  و )n4 تميكل الگور تيدر نها. دارد ازيزمان ن 
)O يمرتبه زمان يدارا . )n t n4   .باشد مي 2
وعه از نقاط دلخواه در مجم كي يها بندي كه تعداد مثلث توجه به آن با

لذا  ،باشد يبر حسب تعداد نقاط ورود ييصفحه ممكن است به صورت نما
محاسبه حالات مختلف مجموعه رئوس  يشده برا ارائه تميدر الگور

تعداد رئوس گراف تقاطع زمان حل مسئله به صورت  شيمستقل، با افزا
ه تعداد محاسب بيتقر يبرا يرو روش نياز ا. ابدي ش مييافزا يينما

 ينيمحاسبه تخم يبرا. مكني ارائه مي اي با زمان چندجمله ها يبند مثلث
در گراف تقاطع كه معادل  نيشيتعداد حالات مختلف مجموعه مستقل ب

كه در ادامه مطرح  ياست، روش هيمجموعه نقاط اول يبند تعداد طرق مثلث
د عناصر از آنجا كه تعدا. محسوب شود اي مكاشفه يروش تواند مي شود مي

تعداد  نياست لذا به هم MISدر گراف تقاطع  نيشيمجموعه مستقل ب
اگر . شود رأس انتخاب مي كيگراف تقاطع  ماندهيرئوس باق نيمرحله از ب

از رئوس گراف تقاطع و تعداد رئوس گراف تقاطع در  كيمتوسط درجه هر 
و  )3( يروابط بازگشت ،نشان داده شود knو  kdبا  بيه ترتام بkمرحله 

و  mباشند كه در آن  knو  kdدهنده نحوه محاسبه  نشان توانند مي )4(
n گراف تقاطع و تعداد رئوس گراف تقاطع  يها اليتعداد  بيبه ترت
مجموعه رئوس  نيب يها اليمتوسط تعداد  kxكه در آن  باشند مي

  مجموعه  يعني(در گراف تقاطع  ماندهيشده و مجموعه رئوس باق حذف
V2  و مجموعهV1 (كه باشد مي )كند مي انينحوه محاسبه آن را ب )5 .

كه با  را نيشيمتوسط تعداد حالات مجموعه مستقل ب )6( نيهمچن
MIS كند مشخص مي شود نشان داده مي  
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kذكر است كه اگر در مرحله  قابل 1 5ام گراف تقاطع به صورت شكل 
kdرئوس   درجه  متوسط  آن  در  كه  شود  فرض 1 رئوس   تعداد  وkn 1   
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  .V2و حذف مجموعه  v انتخاب رأس : 5 شكل

  

  
  .نقطه در فضاي دوبعدي 6اي شامل  مجموعه : 6 شكل

  

  
  .6 گراف كامل حاصل از اتصال همه زوج نقاط در شكل : 7 شكل

  

  
  .7 كلشگراف  حاصل ازتقاطع گراف  : 8 شكل

  
kn ،است 1 مانند  يحق انتخاب وجود دارد و با انتخاب رأسv  از رئوس
است  Sو مجموعه رئوس  vشامل رأس كه  V2مجموعه رئوس  يفعل

kdمقدار  و لذا حذف شده  1 1knرئوس كه  از تعداد 1  كم است ،
kرئوس كه  درجات جموعاز م نيهمچن. شود مي kn d 1 مقدار  دياست با 1

( )k kd d  1 1 است به انضمام تعداد  V2كه مجموع درجات مجموعه  1
kxكه  V2و مجموعه  V1مجموعه  نيب يها الي 1 كم شود زين باشد يم 

 .خواهد شد) 4(كه منجر به 

 يبند مثلث حالات متوسط تعداد و تميالگور جينتا - 4

 ينقطه در صفحه نشان داده شده كه برا 6از  اي مجموعه 6شكل  در
نقاط گراف كامل حاصل از اتصال همه زوج نقاط آن در  ،همجموع نيا

 ييها الي 7شده در شكل  گذاري برچسب يها الي. ده استآم 7شكل 
  تقاطع در آنها وجود دارد و لذا گراف تقاطع  كيهستند كه حداقل 

  گراف به  نيا يهاMIS يبا محاسبه تمام. است 8 لآن به شك
   مياست خواه 3آنها برابر با مجموعه كه تعداد عناصر همه  6
   يها مجموعه   از   اي مجموعه   صورت  به   ها MIS   نيا   كه   ديرس

  
}متناظر با  يبندمثلث : 9شكل  , , }a b e.  

  

  
} ي متناظر بابندمثلث : 10شكل  , , }a c f .  

  

  
}متناظر با  يبندمثلث : 11شكل  , , }a e f.  

  

  
}متناظر با  يبندمثلث : 12شكل  , , }c d g.  

  

  
}متناظر با  يبندمثلث : 13شكل  , , }c f g.  

  

  
}متناظر با  يبندمثلث : 14شكل  , , }e f g.  
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  .يساز ادهيپ جينتا :1 جدول
  

تعداد
 نقاط

تعداد رئوس 
 گراف تقاطع

ي ها تعداد يال
  گراف تقاطع

تعداد حالات دقيق
  بندي انواع مثلث

تعداد حالات
 )6(شده از  محاسبه

5 5  5  5 5 

6 9  11  14 14 
7 14  35  42 50 
8 20  70  132 196 
10 35  210  1430 1350 
13 65  715  58786 59410 
15 90  1365  742900 744377 

  
{{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }}a b e a c f a e f c d g c f g e f g قابل 

  است  كتاي  يبند مثلث  كيها معادل با MIS  نيدام از اهر ك . هستند ديتول
 .اند داده شده نشان 14تا  9 يها در شكل بيكه به ترت

مجموعه  كي يبند تعداد حالات مثلث قيمحاسبه دق يآنجا كه برا از
از  توان يوجود ندارد لذا م يا چندجمله با زمان الگوريتمي ،دلخواهنقاط 

ارائه شد  يكه در بخش قبل )6(تا ) 3( شده طبق مطرح يا روش مكاشفه
كه به مقدار  يمناسب جيمورد نظر به نتا تميالگور سازي ادهيبا پ. استفاده كرد

  .اند ارائه شده 1در جدول  جينتا نيكه ا ميديهستند رس كينزد قيدق

 يريگ جهينت - 5

 يبند محاسبه تعداد طرق مثلث يبرا يتميالگور يمقاله طراح نيا هدف
 يبرا يارائه روش نيو همچن يشده در ورود قاط دادهمجموعه ن يرو

 يكردياز رو تميدو الگور نيا يدر طراح. مقدار بود نيا ينيمحاسبه تخم
وجود نداشته  ها در پژوهش كرديرو نياز ا يكه تا به حال گزارش ديجد

 دگاهيبا د يها موجب شد كه بتوان مسئله كرديرو نيا. شد فادهاست است
گراف و محاسبه مجموعه رئوس  كيمسئله به  ليگاه تبدرا با ن يبند مثلث

 نياز ا زيشده ن مطرح تميهر دو الگور. ستيآن گراف نگر نيشيمستقل ب
را  يبند تعداد طرق مثلث قاًياول كه دق تميالگور ،استفاده كردند كرديرو
 يها دهنده جواب دوم نشان تميدر الگور سازي ادهيپ جيو نتا كند مي ديلتو
  .است يمقدار واقعبه  كينزد
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و  1377 هايدر سال بيخود را به ترت يارشد و دكتر يمدرك كارشناس نوراله يعل

 يو دانشگاه صنعت فيشر از دانشگاه صنعتي) افزارنرم( وتريكامپ يدر رشته مهندس 1387
 يليمقاطع تحص هيدر كل شانيا. نموده است افتيدر) تهران كيتكن يپل( ريركبيام
 نهيزم. رتبه اول و ممتاز بوده است يدارا) يارشد و دكتر يكارشناس ،يكارشناس(

در  شانيا.  باشدها ميو حركت روبات يهندسه محاسبات هايتميالگور شانيا يقاتيتحق
 ياريرتبه استاد يو دارا ييرجا ديشه ريدب تيدانشگاه ترب يعلم أتيحال حاضر عضو ه

ادهيو پ ها، طراحينها و ماشيزبان هينظر ،لريكامپا ياصول طراح رينظ يو دروس باشديم
ها را در دوره و ساختمان داده هاتميالگور ليو تحل يطراح ،سازيبرنامه هايزبان سازي

 شرفته،يپ يمواز يهاتميالگور ،يهندسه محاسبات هايتميالگور رينظ يو دروس كارشناسي
 .  دنماييم سيارشد تدر يرا در دوره كارشناس يگراف و اصول رمزنگار هايتميالگور

 
نرم افزار را به  يارشد خود، در رشته مهندس يو كارشناس يمدرك كارشناس تيزهرا رضا

. اخذ كرده است ييرجا ديشه ريدب تياز دانشگاه ترب 1398و  1395 هايدر سال بيترت
مورد علاقه  يقاتيتحق هاينهيزم. در هر دو مقطع موفق به كسب رتبه اول شده است يو
  .فرمال است سازيو مدل يحاسباتهندسه م هايتميالگور شانيا

  


