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مقاله پژوهشي

  هاي خطي  كنترل بهينه يك كلاس از سيستم يبرا تميالگور كي
  كاهش زمان محاسبات  كرديبا رو يريمتغير با زمان تأخ
  يمهندس لئسرعت در مسا شيو افزا

  يسادات ليجل ديو س اديكام انيديوح ي، علي، زهرا رحمانيطبر يوسفي يمهد

  
  

مورد توجه قرار  اريبس ريهه اخدر چند د يزمان ريتأخ يها ستميس :دهيكچ
 ،يمختلف علوم مانند مهندس يها و شاخه ها ستميدر س هانآاز  ياريبس و اند گرفته

و كنترل  ليتحل ر،يوجود تأخ. شوند يظاهر م يماريب يها مدل و كيزيف ،يميش
 نياگياستفاده از اصل حداكثر پونتر. كند يتر م دهيچيپ اريرا بس ييها ستميس نيچن
 شود يم يمسأله مقدار مرز كيمنجر به  يزمان ريبا تأخ نهيائل كنترل بهمس يبرا

 نهيمسأله كنترل به كيمقاله،  نيدر ا. و تقدم است ريتأخ طيكه شامل هر دو شرا
از اصل حداكثر  ادهدر بخش اول ابتدا با استف. ميريگ يرا در نظر م يزمان ريبا تأخ
 يلازم را برا نهيبه طيشرا ،يزمان ريبا تأخ نهيمسائل كنترل به يبرا نياگيپونتر

 نيا يحل عدد يبرا ديجد يتميالگور سپس و مآوري يدست م همسأله ب نيا
 يبرا يخط يياب درونمشتقات و  يبرا بيتقر كي هيبر پا كه گردد يمسأله ارائه م
 ليتبد يخط يزير مسأله برنامه كيبه  معادلات حاصل تاًينها. است ريجملات تأخ

با  يكارايي روش پيشنهاد. حل نمود يصورت عدد آنها را به توان يكه م دنشو يم
  .ردگي يقرار م يابيمورد ارز يعدد يساز هيشب

  
  .نياگياصل حداكثر پونتر ،يريتأخ هاي ستميس نه،يكنترل به :دواژهيكل

  قدمهم - 1
 يمختلف علوم، مهندس يها در حوزه يعيطور طب به نهيكنترل به ليمسا

 نهيكنترل به نهيدر زم يقابل توجه يكارها. نديآ يبه وجود م اتياضيو ر
كنترل  و ]2[و  ]1[ده گرديانجام  حيمرتبه صح يكيناميد يها ستميس
. بوده است يقاتيمهم تحق يها نهياز زم يكي يزمان ريبا تأخ يها ستميس
ونقل  و حمل يكيالكترون ،ييايميش ،يكيولوژيب يها ستميدر س اًلباغ ،ريتأخ

 ها ستمياز س يمهم اريدسته بس يزمان ريتأخ يها ستميس]. 3[ دهد يرخ م
است  نياز محقق ياريآنها مورد توجه بس يساز نهيهستند كه كنترل و به

 باهمراه  1950به سال  كشدن تئوري كنترل بهينه كلاسي عمومي]. 4[
]. 5[ گردد كاربردهاي آن در صنايع هوافضا در جريان جنگ سرد برمي

كنترل  يها ستميس يساز نهيبه يبرا نياگيپونتر مميساستفاده از اصل ماك
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مسأله  كيمنجر به  -مشخص شد] 6[ درطور كه  همان -يزمان ريبا تأخ
و تقدم است  ريكه شامل هر دو شرط تأخ شود يم يا دونقطه يمقدار مرز

] 7[ در .دشوار است اريخاص، بس اريجز در موارد بسبه آن  قيحل دق راه  و
با  ليفرانسياز معادلات د يا شامل حل مجموعه ده كهش شنهاديپ يروش

 مرجع .بر است زمان ياز نظر محاسبات يطور كل به كه است يمشتقات جزئ
كه در آن از  دهد يمبا استفاده از توابع والش ارائه  يديجد تميالگور] 8[

و تقدم استفاده  ريجملات تأخ بيتقر يوالش برا ياتيعمل يها سيماتر
 نهيبهريآوردن كنترل ز دست به يبرا تيحساس افتيره كي] 9[در  .دوش مي
آنها . شده است شنهاديكوچك در حالت پ ريبا تأخ يخط يها ستميس يبرا

را از  يسر بيضرا وگسترش دادند  ريلارن در تأخ مك يكنترل را در سر
 طيشرا] 10[در . دست آوردند هب يا دونقطه يحل مسائل ساده مقدار مرز

با  وستهيپ و ثابت يا قطعه يريتأخ يها ستميس نهيكنترل به يلازم برا
در تابع  رياثر تأخ ،يمعمول نيلتونيبا استفاده از هام. زمان ارائه شده است

فرموله  ستميس كي يبرا ابتث ييمسأله مقدار نها كيگنجانده و  ،نهيهز
 يريتأخ ستميس كي نهيكنترل به افتني يبرا يروش] 11[در . شده است

 وعملكرد مرتبه دوم مورد بحث قرار گرفته  اريان با معزم با ريمتغ يخط
 يا كه از توابع بلوك پالس به اضافه چندجمله يبيتوابع ترك يها يژگيو

كمك  يرهاياز متغ] 12[در . ده استگرديارائه  ،اند شده ليلژاندر تشك
 يزمان ريمسأله بدون تأخ كيمسأله به  ليتبد يبرا 1پده بيحالت و تقر

 افتهي توسعه يساز نهيبه تميالگور كيبا  توان يمسأله را م كهاستفاده شده 
كردن عامل تأخير زماني به وسيله يك تقريب پده و  با جايگزين. حل نمود

پارامتر تأخير زماني به يك متغير  ابتدا، ]13[با استفاده از يك ترفند در 
حالت از سيستم، تبديل و سپس از تئوري فيلتر كالمن براي طراحي يك 

 يبيروش تفاضل محدود ترك كي] 14[در . شود مي استفاده حالت تخمينگر
 اريبا مع يزمان ريتأخ يها ستميس نهيراه حل كنترل به افتني يبرا شفيچب

از طرح  يا توسعه ،روش نيا كهشده  عمالو ا يمعرف ،عملكرد مرتبه دوم
 ياتيعمل يها يژگيبا استفاده از و] 15[در . است شفيتفاضل محدود چب

 يبرا نهيلژاندر، مسأله كنترل به يا و چندجمله يتوابع بلوك پالس عموم
در . شود يم ليتبد يمعادلات جبر ستميس كيبه  يزمان ريتأخ يها ستميس
 ريتأخ نهيمسأله كنترل به ن،ياگيپونتر ممسياكبا استفاده از اصل م] 16[

كه  شود يم ليتبد يا دونقطه يمقدار مرز مسأله كيابتدا به  ،هياول يزمان
سپس با استفاده از فرمول تفاضل محدود . و تقدم است ريشامل هر تأخ

مشتقات مرتبه اول و عبارات  يبرا بيبه ترت يياب مرتبه دوم و درون
 .شود يم ليتبد يخط يجبر تمعادلا ستميبه س يريتأخ

 

1. Pade 
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و  زيكه آنال شود يم باعث  يريتأخ يها ستميدر س يزمان ريتأخ وجود
 ديجد يها كيارائه تكن نيبنابرا ؛دگرد دهيچيپ شياز پ شيكنترل آنها ب

 يكيناميد يها ستميس نهيكنترل به مسألهحل  يبرا يو عدد يليتحل
هاي تحقيقاتي فعال و مشكل در تئوري كنترل  يكي از زمينه ،دارريتأخ
 يها  ستميس نهيكنترل به مسأله نهيشده در زم مقالات ارائه نيهمچن. ستا

جهت حل معادلات  يبا مشكلات محاسبات را هايي اه حلعموماً ر يريتأخ
 .اند كرده يمعرف يبه صورت عدد يينها

طراحي كنترل بهينه براي  روش كيارائه  ق،يتحق نياصلي ا هدف
 نيتوسط محقق مسأله نياگرچه ا. ستا يرهاي تأخي اي از سيستم دسته

ت، اما حل آن ارائه شده اس يبرا ييها قرار گرفته و روش يمورد بررس
حصول  يمؤثر و كارآمد برا يها ارائه راه حل يبرا يقاتيهمچنان تحق

 يسرعت برا شيو حجم محاسبات و افزا يدگيچيكاستن از پ شتر،يدقت ب
 يو كاربردها يكنترل يها ستميبا توجه به تنوع س نهيبه پاسخ به دنيرس

 .آن در حال انجام است
بر اساس  يريتأخ نهيبهكنترل  مسأله كردن حل يبرا يكنون گزارش تا

منظور  نيبه هم. ارائه نشده است يريتأخ يها ستميدر س يشنهاديروش پ
 بيتقر يبر مبنا ديجد يتميارائه الگور ،پژوهش نيا يهدف و نوآور
 يبرا يريتأخ نهيكنترل به مسألهجهت حل  يخط يياب مشتق و درون

 ينگيلازم به طيمنظور، ابتدا شرا نيا يبرا. ستا ها ستميس نياز ا يا دسته
 تميالگور كينموده و سپس  انيرا ب يريتأخ نهيكنترل به مسأله يبرا
بر  تميالگور نياساس ا. گردد ارائه مي مسأله نيا يحل عدد يبرا ديجد
  . ستا ريجملات تأخ يبرا يخط يياب مشتقات و درون يبرا بيتقر هيپا

ه معادلات دستگا كيبه  يريتأخ نهيكنترل به مسألهروش،  نيبر اساس ا
. حل نمود يآنها را به صورت عدد توان كه مي شود مي ليتبد يجبر

قرار  يابيمورد ارز يمثال عدد نيكارايي روش پيشنهادي با حل چند
به شرح  حاضر همقال ينوآور نيبنابرا .دوش مينشان داده  و ردگي مي
  :است ريز

 كيامنيبا د هاي ستميلاگرانژ در س -آوردن معادلات اولر دست هب  -
 ينگيلازم به طيشرا يجهت برقرار يريتأخ

 يمشتقات به معادلات خط ليتبد يمشتق برا بياستفاده از تقر  -
 يخط يياب با درون ريجملات تأخ يساز گسسته  -
 يخط يزير برنامه مسأله كيبه  مسأله ليتبد  -

 مسأله انيب - 2

 ايعملكرد و  اري، مع(DOCP)1 يريتأخ نهيكنترل به مسأله كي در
 نيجمله مشتق و همچن كيحداقل شامل  ،هر دو ايو  ستميس كيمنايد

 نهيكنترل به مسألهمنظور از حل  ،مقاله نيدر ا. ندهست يزمان ريتأخ
 كينامياست كه د ييها ستميس يبرا نهآوردن كنترل بهي دست هب ،يريتأخ
 يحالت دارا ريمتغ نيبوده و همچن حيصح مرتبهشامل مشتقات  ستميس
 مسألهدر  هدف .شود يم فيتعر ريبت است كه به صورت زثا يزمان ريتأخ

* نهيكردن كنترل بهدايپ ،يريتأخ نهيكنترل به ( )u t ستميس كي يبرا 
 حداقل گردد ريزعملكرد  ارياست كه مع يبه قسم يريتأخ يكيناميد
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1. Delay Optimal Control Problem 

در نظر  ريز رابطه به صورت هياول و حالت ستميس كينامي، دمسأله نيا در
 شود يگرفته م
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 ،بردار حالت و كنترل بيبه ترت muو  nx رابطه نايه در ك
n n

fQ   وn nQ  2مثبت نيمع مهين يها سيماتر ،m mR  
)، 3مثبت نيمع سيماتر )x t  معرف مشتق مرتبه اول( )x t ،( )a t  و
( )c t معلوم با ابعاد مناسب،  وستهيپ هاي سيماتر   يزمان ريتأخ 0

)ثابت و  سيماتر b ستم،يثابت در حالت س )t وستهيپ هيتابع حالت اول 
در  تيبدون اغتشاش و عدم قطع ستميساختار س نيهمچن. ندهستو معلوم 

 .نظر گرفته شده است
 ريبا تأخ نهيرل بهمسائل كنت يبرا نياگيتوجه به اصل حداكثر پونتر با
 ]6[ نوشت ريبه صورت ز توان يلازم را م نهيبه طيشرا ،يزمان
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شامل جملات  يمقدار مرز مسألهيك ) 3(طور كه نشان داده شد،  همان
 يبرا. دشوار است اريبس مسأله نيا قيراه حل دق بوده كهو تقدم  ريتأخ

حالت  يرهايكردن متغدايكارآمد جهت پ يطرح عدد كي، مسأله نيحل ا
  .ارائه خواهد شد يبعدو كمك حالت در بخش 

 يشنهاديپ روش - 3

 يخط يياب مشتقات و درون يبرا بيتقر كي هيروش بر پا نيا اساس
 يريتأخ نهيكنترل به مسألهروش،  نيبر اساس ا. ستا ريجملات تأخ يبرا
صورت  آن را به توان كه مي شود يم ليتبد يدستگاه معادلات جبر كيبه 
 .حل نمود يعدد

 مشتقات بيتقر 1- 3

معادلات حاصل، ابتدا  يجهت حل عدد ق،يتحق نيش دوم از ابخ در
] يبازه زمان , ]ft t0  را بهN بازه كه اندازه هر كدام با ريزh N 1 

jtام با jزمان در گره . ميينما يم ميتقس شود يداده م شينما jh 
,ورت ص ها به و گره گرديده مشخص , , N0 1  از . شوند مي يگذار نماد

 يحل عدد يبرا لوريمشتق مرتبه اول بسط ت پيشرو و پسرو بيتقر
 ميينما ياستفاده م مسأله

 

2. Positive Semi-Definite 

3. Positive Definite 
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حل  يرا برا) 3( ستميمعادله س ،شتقاتم يبرا) 7( بياستفاده از تقر با
 مكني مي يسيآن بازنو يعدد
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  روش ميتعم
 لوريمشتق مرتبه اول بسط ت ياختلاف مركز بيبخش از تقر نيا در

 -گرانوالد بياز تقر توان يم. ميا دهنمواستفاده  مسأله يحل عدد يبرا
 يها ستميس نهيمسائل كنترل بهحل  يبرا يمشتقات كسر يبرا كفيلتن

  .ددگر يد كه به اختصار به آن اشاره مكراستفاده  يريتأخ يكسر
 1 تبصره

) ديكن فرض ) : [ , ]x t a b    ،تابع وابسته به زمان 0  مرتبه
]مشتق و  يكسر ]n  1 ت چپ و راس يآنگاه مشتق كسر. باشد

 :]17[ شوند مي فيتعر ريصورت ز به ليوويل -مانير
 1چپ ليوويل -مانير يكسر مشتق

d ( )d
( ) ( ) ,

( ) d ( )

t
n

a t n
a

x
D x t a t b

n t t




 
     

   1
1  )9(  

 2راست ليوويل -مانير يكسر مشتق

( ) d ( )d
( ) ( ) ,

( ) d ( )

bn
n

t b n
t

x
D x t a t b

n t t




 
   


  
   1

1  )10(  

 ]17[نوشت  توان باشد مي حيعدد صح كي اگر  نيهمچن

d ( )
( )

d

n
n

a t n

x t
D x t

t
  )11(  

d ( )
( ) ( )

d

n
n n

t b n

x t
D x t

t
 1  )12(  

مرتبه  يريتأخ يها ستميس يمعادلات حاصل برا يمنظور حل عدد به
] يابتدا بازه زمان ،يكسر , ]ft t0 به  راN بازه كه اندازه هر كدام ريز  

hبا  N ام با jدر گره  را و زمان ميتقس ،شود يداده م شينما 1
jt jh ها به صورت گره .مكني مشخص مي , , , N0 1  گذارينماد 

] 17[است  ريمشتقات به صورت ز يبرا كفيلتن -گرانوالد بيتقر. شوند مي
 ]18[و 

, to
i

t t i j i j
j

D x x i N
h

 
  



 0
0

1 1  )13(  

, to
f

N

t t i j i j
j i

D i N
h

 
  



  1 1 1  )14(  

) يبرا يعدد بيتقر i و ix كه )x t و ( )t در گره iميو دار است ام 

( ) j
j j
 


 

   
 

1  )15(  

 يرا برا) 3( ستميمعادله س ،مشتقات يبرا) 14(و ) 13( بياستفاده از تقر با
 مكني مي يسيآن بازنو يحل عدد

 

1. Left Riemann-Liouville Fractional Derivative 

2. Right Riemann-Liouville Fractional Derivative 

( ) ( ) , to

( ) ( ) , to

i i i i i i

T
i i i i i i

x t a x c x t V i N

t Q x a g t i N

 

   

    


     

1
0 1


  )16(  

 ريتأخ بيتقر 2- 3

. استفاده خواهد شد ريجملات تأخ بيتقر يبرا] 19[ يخط يياب از درون
)بين دو نقطه  Pياب خطي  تابع درون , ( ))a f a  و( , ( ))b f b يبرا 

)در بازه  fتابع  , )a b به صورت زير است 

( ) ( ) ( )
x b x a

P x f a f b
a b b a

 
 

 
 )17(  

)تابع  يبرا كه مخواهي مي) 16( در )ix t   و( )it   در بازه
[ , ]i k kt t t   Rو  1   وk Z ريجملات شامل تأخ يبرا، 

 خواهد بود ريياب به شكل ز تابع درون .ميانجام ده يخط يابي درون

( ) ( ) ( )

,

i k i k
i k k

k k k k

k i k

t t t t
x t x t x t

t t t t

t t t

 







 



   
  

 

  

1
1

1 1

1

 )18(  

( ) ( ) ( )

,

i k i k
i k k

k k k k

k i k

t t t t
t x t x t

t t t t

t t t

 
 






 



   
  

 

  

1
1

1 1

1

 )19(  

 ،)19(و ) 18(به كمك  يآن به معادلات خط ليو تبد) 8( يحل عدد يبرا
 ميزن يم بيتقر يخط يياب و تقدم را به كمك درون ريجمله شامل تأخ

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t













         
 

1
1

1
1

2
1

 )20(  

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t













         
 

3
1

1
1

4
1

 )21(  

( ) ( ) ( ) ,i k k k i kx t m x t m x t t t t       1 1 2 1  )22(  

( ) ( ) ( ) ,i k k k i kt m t m t t t t          3 1 4 1  )23(  

حل جملات  يدستگاه برا كي يفرم خط ،)8(و دستگاه ) 23(و ) 22( از
  ستاقابل حل  يراحت كه به ديآ يدست م معادله به iبا ) 8(شامل دستگاه 

( ) ( ) ( )

, to

( ) ( ) ( )

, to

i i i k i k i i

T
i i i i i k i k

x t a x m c x t m c x t V

i N

t Q x a m g t m g t

i N



   





   
 


   
  

1 1 2

3 1 4

1

0 1



  )24(  

 به كمك) 8( يريتأخ نهيكنترل به مسأله ،يشنهادياساس روش پ بر
 يدستگاه جبر كيبه  ريجملات شامل تأخ يبرا يخط يابي درون بيتقر
 .قابل حل خواهد بود يشده كه به راحت ليتبد) 24( يخط
به صورت زير در  توان يمهم روش پيشنهادي را م هاي يژگيو
  :گرفت نظر

 مسألهدر حل  نياگياصل پونتر ميرمستقياستفاده از روش غ )الف  
  نهيكنترل به

 ريجملات تأخ يمشتق برا بيو تقر يخط يابي از دروناستفاده  )ب  
 و مشتقات
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 و N مختلف ريمقاد يبرا J هدف تابع و )هيثان در( شده يسپر پردازش زمان :1 جدول
( )c t t 1 مثال در.  

  

CPU time J h N 

00079/0  3055/1  1/0 20 
00141/0 1703/1 05/0 40 
01253/0  0727/1  01/0 200 
05477/0  0611/1  005/0 400 
23118/2  0519/1 001/0 2000 

34670/12  0508/1  0005/0 4000 
  

) و h مختلف ريمقاد يبرا J هدف تابع ريمقاد سهيمقا :3 جدول )c t t 1 مثال در.  
  

h 0005/0 001/0 005/0 01/0 05/0 1/0 

روش
 پيشنهادي

0508/1  0519/1  0611/1  0727/1  1703/1 3055/1  
]21[ - 0513/1 0563/1 0629/1 1217/1 2018/1 

  
 يخط يزير برنامه مسألهبه  يريتأخ نهيكنترل به مسأله ليتبد )ج  
 يشنهاديروش پ يحال سادگ نيسرعت بالا و در ع ،ييكارا )د  

 يعدد يها مثال - 4

 يها قابليت يبه بررس يعدد هاي اين بخش با استفاده از مثال در
كنترل  مسألهآن در حل  يو دقت بالا ياز جمله سادگ يروش پيشنهاد

 يشده، نتايج عدد ارائه يها مثال يبرا. پردازيم يم يريتأخ يبهينه خط
مقالات مقايسه  ريج موجود در سابا نتاي يآمده از روش پيشنهاد دست به

 .تشده اس
در حالت در  ريزير را با وجود تأخ نهيكنترل به مسأله :1 مثال

  بگيريد نظر

min ( ( ) ( ))d
ft

t

J x t u t t 
0

2 21
2  )25(  

  يريتأخ ستميس كهي طور به
( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) , [ , ]

x t c t x t u t t

x t t

   
   

1 0 2
1 1 0

  )26(  

: ميمثال دار نيدر ا مسأله نيحل ا يبرا يشنهادياستفاده از روش پ با
( )c t t ،  1 ،b  1 ،( )a t 0  وQ R   طيشرا نيبنابرا. 1

  دنشو يم ليتبد ريصورت ز به) 8(شده با  يساز نهيبه
( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) , [ , ]

( )

x t c t x t t t

t x t g t t t

x t t



 



   


   


  
 

1 0 2
1 0 2

1 1 0
2 0


  )27(  

 يسپس برا و را گسسته نموده مسألهابتدا  2-3روابط بخش  از استفاده با
) 21(و ) 20(به كمك  يآن به معادلات خط ليو تبد) 27( يحل عدد

  مزني مي بيتقر يخط يياب را به كمك درون ريجمله شامل تأخ

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t








         
 

1
1

1
1

2
1

1

11  )28(  

  

) يازا به 1 مثال يبرا مختلف هاي روش با عملكرد شاخص سهيمقا :2 جدول )c t 1.  
  

 روش حل مسأله Jمقدار تابع هدف

6419/1 ]20[  
6497/1 ]8[  
6488/1 ]21[  
6478/1 ]22[  
6497/1 Present method  

  
) و h مختلف ريمقاد يبرا )هيثان در( شده يسپر پردازش زمان سهيمقا :4 جدول )c t t 

  .1 مثال در
  

h 0005/0 001/0 005/0 01/0 05/0 1/0 

روش 
 پيشنهادي

3467/12  2311/2 0547/0  0125/0  0014/0  0007/0  
]21[  - 0513/1 0719/0 0328/0 0126/0 0100/0 

  

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t








         
 

3
1

1
1

4
1

1

11  )29(  

( ) ( ) ( ) ,i k k k i kx t m x t m x t t t t      1 1 2 11 1  )30(  

( ) ( ) ( ) ,i k k k i kt m t m t t t t        3 1 4 11 1  )31(  

حل جملات  يدستگاه برا كي ي، فرم خط)27(و دستگاه ) 31(و ) 30( از
دست  معادله به iبا تعداد ) 24(با استفاده از ) 27(شامل دستگاه معادلات 

  ستاقابل حل  يراحت كه به ديآ يم
( ) ( ) ( ) , to

( ) ( ) ( ) , to

i k i k i

i i k i k

x t m c x t m c x t i N

t x m g t m g t i N



  




   


    

1 1 2

3 1 4

1
0 1


  )32(  

) يبه ازا 3شده در بخش  فيتوص يدشنهايپ روش )c t t  و( )c t  1 
 يبرا. استفاده شده است) 27( يريتأخ نهيكنترل به مسألهحل  يبرا

( )c t t شاخص عملكرد  ،1 در جدولJ ارائه  ريبه دست آمده و مقاد
) يبرا Jشاخص عملكرد  ،2 در جدول. ه استشد )c t   جيبا نتا 1
 3و  2 هاي از جدول. ده استگردي سهيامقالات مق ريآمده در سا دست به
پژوهش با  نيا يشنهاديحاصل از روش پ جيگرفت كه نتا جهينت توان يم
 يخوب يكينزد] 22[تا  ]20[ و ]8[در  هشد ارائه يحل واقع يها روش ريسا
   hمختلف  ريمقاد يتوابع حالت و كنترل به ازا ن،يعلاوه بر ا. دندار

 جيآمده از نتا دست هب يها شكل. است دهرسم ش 2و  1 يها در شكل
با  يانطباق خوب بالا يها  مراجع در دقت ريروش با سا نيا يساز هيشب
زمان  ،يدشنهايروش پ كه افتيدر توان يم 4 از جدول. دارند گريكدي

كه  دهند يآمده نشان م دست به جينتا. دارد] 21[نسبت به  يپردازش كمتر
كارآمد  ،يخط يابي و درون مشتق بيتقر بيبا ترك يخط يزير روش برنامه

. دهد يحال ساده است؛ حجم و مدت زمان پردازش را كاهش م نيو در ع
 ييهمگرا ،يعدد جيكه نتا دنده ينشان م 2و  1شده در جداول  ارائه جينتا
علاوه . ابدي يم شيافزا يابي درون هاي كه تعداد بازه يهنگام ،دارند يخوب
 ريمقاد يبرا Jو تابع هدف ) هيدر ثان(شده  يزمان پردازش سپر ن،يبر ا

 .گزارش شده است 1ل در جدو Nمختلف 

  2 تبصره
استفاده شده كه  يمتشكل از توابع NY يرفضاهاياز ز] 20[ در

] ريتأخ  بازه  در  يا تكه  صورت به , ]h    بيتقر  ،طرح  نيا  .هستند  ثابت 0
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  )الف(

  
  )ب(

) يبرا 1 توابع حالت و كنترل مثال  :1 شكل )c t t مختلف  ريو مقادh.  
  

  
  )الف(

  
  )ب(

) يبرا 1 توابع حالت و كنترل مثال  :2 شكل )c t 1 مختلف  ريو مقادh.  
  

 مسألهحل  ياز توابع والش برا سندگانينو] 8[در . شود يمتوسط شناخته م
DFOC آنها  كيناميكه د هايي ستميس يبرا] 21[در . اند استفاده كرده
لاگرانژ  -ابتدا معادلات اولر ،ستا ليوويل -مانير يكسر مشتقاتشامل 
لازم  طيشرا يجهت برقرار يريتأخ يكسر كيناميبا د هاي ستميدر س

 هيپابر  تميالگور كيسپس با استفاده از  و شده حيو تشر يبررس ينگيبه
 يبرا يساز گسسته بيتقر كيو  يمشتقات كسر يبرا بيتقر كي

در . شود مي ليتبد يخط يزير برنامه مسأله كي به مسأله ر،يجملات تأخ
 ،ياتيعمل هاي سيمتعامد و ماتر شكوفيچل هاي با استفاده از موجك] 22[

مسائل  يبيآوردن راه حل تقر دست هب يبرا يكارآمد ميمستق يروش عدد
 .شده است شنهاديپ يزمان ريتأخ يكسر نهيهكنترل ب
در حالت در  ريزير را با وجود تأخ نهيكنترل به مسأله :2 مثال

 بگيريد نظر

min ( ( ) ( ))d
ft

t

J x t u t t 
0

2 21
2  )33(  

 يريتأخ ستميس كهي طور به

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) , [ , ]

x t tx t x t u t t

x t t

    
   

1 0 2
1 1 0

  )34(  

) :ميدار مثال نيا در )c t  1، b  1، ( )a t t،   Q و 1 R  1. 
 دنشو يم ليتبد ريبه صورت ز) 16(شده با  يساز نهيبه طيشرا نيبنابرا

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) , [ , ]

( )

x t tx t x t t t

t x t t t g t t t

x t t



  



    


    


  
 

1 0 2
1 0 2

1 1 0
2 0


  )35(  

 يسپس برا و را گسسته نموده مسألهابتدا  2-3روابط بخش  از استفاده با
 ،)21(و ) 20(به كمك  يآن به معادلات خط ليو تبد) 35( يحل عدد

 مزني مي بيتقر يخط يياب را به كمك درون ريجمله شامل تأخ

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t








         
 

1
1

1
1

2
1

1

11  )36(  

,

i k

k k
k i k

i k

k k

t t
m

t t
t t t

t t
m

t t








         
 

3
1

1
1

4
1

1

11  )37(  
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  )الف(

  
  )ب(

  .hمختلف  ريمقاد يبرا 2 توابع حالت و كنترل مثال : 3 شكل
  

  .2 مثال يبرا مختلف هاي روش با عملكرد شاخص سهيمقا :5 جدول
  

 روش حل مسأله  Jمقدار تابع هدف 

2677/6  ]27[ 
0079/6 ]26[ 
9533/4 ]23[ 
7407/4 ]25[ 
7967/4  ]16[ 
7985/4 ]24[ 
7967/4  ]22[ 
7978/4 Present method /( )h 00002

  
( ) ( ) ( ) ,i k k k i kx t m x t m x t t t t      1 1 2 11 1  )38(  

( ) ( ) ( ) ,i k k k i kt m t m t t t t        3 1 4 11 1  )39(  

حل جملات  يدستگاه برا كي ي، فرم خط)35(و دستگاه ) 39(و ) 38( از
كه  ديآ يت مدس معادله به iبا تعداد ) 24(با استفاده از ) 35(شامل دستگاه 

 ستاقابل حل  يراحت به

( ) ( ) ( )

, to

( ) ( ) ( )

, to

i i i k i k i

i i i i k i k

x t t x m c x t m c x t

i N

t x t m g t m g t

i N



   





   
 


   
  

1 1 2

3 1 4

1

0 1



  )40(  

 ريآمده و مقاد دست به Jشاخص عملكرد  نيب ي راا سهيمقا 5 جدول
 جهينت توان يشده م ارائه جياز نتا. دهد يمنابع ارائه م ريشده در سا ارائه

 هاي روش ريپژوهش با سا نيا يشنهاديحاصل از روش پ جيگرفت كه نتا
 يراحت به لاوهع هب. دندار يمطابقت خوب] 25[تا  ]22[ و ]16[در  شده ارائه

 يعدد جيبا نتا] 27[و ] 26[شده در  گزارش ريكه مقاد افتيدر توان يم
 .ندارند يمطابقت خوب گريد

شده در  ارائه تميمختلف الگور يتكرارها يحالت و كنترل برا توابع
 نيا يساز هيشب جيآمده از نتا دست هب يها شكل. ده استگرديرسم  3 شكل

 گريكديبا  يبالا، انطباق خوب يها  شده در دقت مراجع ارائه ريروش با سا
 يابي درون هاي كه تعداد بازه يهنگام دنده نشان مي 6جدول  جينتا. دارند
 زمان ن،يعلاوه بر ا .دارند يخوب ييهمگرا ،يعدد جينتا ابدي يم شيافزا

   .است  شده  ذكر  6  جدول  در Jهدف   تابع  و  )هيثان  در(  شده يسپر  پردازش

   h مختلف ريمقاد يبرا )هيثان در( شده يسپر پردازش زمان و عملكرد شاخص :6 جدول
  .2 مثال در

  

CPU time J h N 

002160/0  86231/5  1/0  20  
003354/0 30239/5  05/0  40  
012735/0  89390/4  01/0  200  
037865/0  84511/4  005/0  400  
34243/2  80642/4  001/0  2000  
8636/14  8016/4  0005/0  4000  

  
  .2 مثال در h مختلف ريمقاد يبرا )هيثان در( شده يسپر پردازش زمان سهيمقا :7 جدول

  

h 004/0 04/0 4/0 

Present method 064450/0  001461/0 000918/0  
]16[  354545/0 002062/0 000863/0 

  
نسبت  يزمان پردازش كمتر يدشنهايروش پ افتيدر توان مي 7 از جدول

 يخط يزير كه روش برنامه دنده آمده نشان مي دست هب جينتا .دارد] 16[به 
 و حال ساده است نيكارآمد و در ع ،يخط يابي مشتق و درون بيبا تقر

 .دهد يم حجم و مدت زمان پردازش را كاهش

 3 تبصره

] 27[ مرجع .ستا دهشاستفاده  2حل مثال  ياز توابع والش برا] 26[در 
بر اساس  يروش] 23[ وريزي پوياي تكرارشونده  رنامهبر ب يمبتن يروش

حل  يبرا يو روش همبستگ (FLP) يلاگرانژ مرتبه كسر اي چندجمله
بر  يراه حل] 25[ در. ده استكرارائه  يريتأخ يكسر نهيترل بهمسائل كن
كه شامل توابع بلوك پالس و  هدشارائه  يبيتوابع ترك يها يژگياساس و
از فرمول اختلاف محدود مرتبه دوم و ] 16[ در. است يبرنول يا چندجمله
حل  يمشتقات مرتبه اول برا يبرا aHermite يياب درون اي چندجمله

اساس خواص توابع  روش حل بر] 24[در . ستا دهشاده استف مسأله
 .ارائه شده است يبرنول اي متشكل از توابع بلوك پالس و چندجمله يبيترك

 هاي سيمتعامد و ماتر شكوفيچل هاي با استفاده از موجك] 22[ مرجع
 .داده است شنهاديپ يبيحل تقر يبرا ميمستق يروش عدد كي ،ياتيعمل

را از خطوط  يكيالكتر انياست كه جر يا لهيپانتوگراف وس :3 مثال
معادله پانتوگراف از . كند يم يآور تراموا جمع اي يكيالكتر يقطارها ييهوا

  را   قطارها  سر  يبالا  برق  يآور جمع  ستميس  كه  رديگ يم  نشأت  ]28[
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  )الف(

  
  )ب(

  .hمختلف  ريمقاد يبرا 3 توابع حالت و كنترل مثال : 4 شكل
  

   h مختلف ريمقاد يبرا )هيثان در( شده يسپر پردازش زمان و عملكرد شاخص :8 جدول
  .3 مثال در

  

CPU time J h N 

0089/0  2896/0  1/0 20 
0170/0 1831/0  02/0 100 
4436/0 1669/0 005/0 400 

30/245  1624/0  0005/0 4000 
  

حاصل شود كه تماس در  نانيمجدد كردند تا اطم يو طراح يزسا مدل
معادله  نيا يرو ياديز قاتيتحق ،رياخ يها در سال. آن برقرار است اسرسر

حل به روش  يكارها برا نينمونه از ا كياز  نجايدر ا كهمتمركز شده 
 ريبا تأخ نهيكنترل به يها ستميس. ميينما يمقاله استفاده م نيشده در ا ارائه

 ]29[ ديريرا در نظر بگ ريپانتوگراف ز

min ( ( ) ( ))dJ x t u t t 
4

2 2

0

1
2  )41(  

 كه يطور به

( ) ( ) ( ) , [ , ]

( )

t
x t x u t t

x

   

 

4 0 42
0 1

  )42(  

 يبرا ،شده ارائه يها ستميعلاوه بر س يدشنهايروش پ :توجه
نوع  نيمثال از ا نيدر ا. است ميپانتوگراف قابل تعم ريبا تأخ يها ستميس
 .تاستفاده شده اس ها ستميس

): ميمثال دار نيا در )c t  1 ،b  4 ،( )a t 0  وQ R   ؛1
 شود يم ليتبد ريصورت ز به) 16(با  شده يساز نهيبه طيشرا نيبنابرا

( ) ( ) ( ) , [ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) , [ , ]
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16 0 42
0 42

0 1
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

  )43(  

 يسپس برا و را گسسته نموده مسألهابتدا  ،3ش روابط بخ از استفاده با
 ،)21(و ) 20(به كمك  يآن به معادلات خط ليو تبد) 43( يحل عدد

 مزني مي بيتقر يخط يياب را به كمك درون ريجمله شامل تأخ
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( ) ( ) ( ) ,i i
k k k k

t t
x m x t m x t t t    1 1 2 12 2  )46(  

( ) ( ) ( ) ,i i
k k k k

t t
m t m t t t      3 1 4 12 2  )47(  

حل جملات  يدستگاه برا كي ي، فرم خط)43(و دستگاه ) 47(و ) 46( از
كه  ديآ يدست م معادله به iبا تعداد ) 24(با استفاده از ) 43(شامل دستگاه 

  ستاقابل حل  يراحت به
( ) ( ) ( ) , to

( ) ( ) ( ) , to

i k i k i

i i k i k

x t m c x t m c x t i N

t x m g t m g t i N
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  
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0 1
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را به  3 در بخش ينون كنترل بهينه، الگوريتم پيشنهاديافتن يك قا يبرا
ر مختلف يمقاد يبه ازا يالگوريتم پيشنهاد يساز نتايج شبيه. گيريم يكار م

h  شاخص  ياين نتايج شامل مقدار عدد. گزارش شده است 8در جدول
مختلف  يهاشده توسط پردازنده كامپيوتر در تكرار عملكرد و زمان صرف

 شيبا افزا ،نشان داده شده 8گونه كه در جدول  همان. باشد يم گوريتمال
h است افتهي شيدقت پاسخ و زمان پردازش افزا. 

آمده از  دست با پاسخ به ي، نتايج حاصل از روش پيشنهاد9جدول  در
گونه كه مشاهده  همان. مقايسه شده است] 32[تا  ]29[شده در  روش ارائه

] 29[با پاسخ  يبسيار خوب ينزديك ،شاخص عملكرد يمقدار عدد دگرد يم
 شيفزادقت پاسخ نسبت به مراجع فوق ا h شيدارد و با افزا] 32[تا 
  زمان   نكهيا  بر  علاوه  ،9  و  8  جداول  در  شده ارائه  جينتا  به  توجه  با  .ابدي يم
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  .3 مثال يبرا مختلف هاي روش با عملكرد شاخص سهيمقا :9 ولجد
  

 روش حل مسأله  Jمقدار تابع هدف 

173918/0  ]30[ 
173968/0 ]29[ 

1739290  ]31[ 
1739460  ]32[ 

1624/0 Present method /( )h 00005 

  
بوده، دقت پاسخ ] 32[تا ] 29[كمتر از روش  يمحاسبات روش پيشنهاد

توابع حالت و كنترل بر  ،4 در شكل نيعلاوه بر ا. است افتهي شيافزا زين
 يبررس با. رسم شده است hمختلف  ريمقاد يحسب زمان به ازا

] 32[تا ] 29[ يها با شكل 4 در شكل يساز هيشب جينتا نيشده ب انجام
 يشنهاديبنابراين روش پ. با هم دارند يكه مطابقت خوب شود يم مشاهده

برخوردار بوده و در عين  ياز دقت كاف] 32[تا ] 29[در مقايسه با نگرش 
ش سرعت يتر است و باعث افزا بسيار ساده يحال از لحاظ محاسبات

  .گردد يبه پاسخ و كاهش زمان پردازش م دنيرس
  4 تبصره
را  نيبرنشتا يا بر چندجمله يمبتن يدروش عد كي] 30[ سندگانينو
 مرجع .اند ثابت ارائه داده يهاتأخيربا  نهيكنترل به يها ستميحل س يبرا
 تأخيربا  نهيكنترل به مسألهحل  يرا برا Bezier يها يمنحن ،]29[

 يبرا نيگزيجا يروش عدد كياز ] 31[در . داده است شنهاديپانتوگراف پ
لژاندر  يها با استفاده از موجك يم خطدرجه دو نهيكنترل به مسألهحل 

كنترل  مسألهحل  يبرا ينيگزيجا يروش عدد ]32[ در .ستا دهش استفاده
  .ارائه شده است شفيبا استفاده از موجك چب يدرجه دوم خط نهيبه

  يريگ جهينت - 5
در نظر گرفته  يزمان ريبا تأخ نهيكنترل به مسأله كيمقاله،  نيا در

 نهيمسائل كنترل به يبرا نياگيصل حداكثر پونتربا استفاده از ا. شده است
 و ميآور يدست م هب مسأله نيا يلازم را برا نهيبه طيشرا ،يزمان ريبا تأخ

 تميالگور نيا. هيمد يارائه م نآ يحل عدد يبرا ديجد يتميسپس الگور
 .ستا ريجملات تأخ يبرا يخط يياب مشتق و درون بيتقر هيبر پا
 يزير برنامه مسأله كيبه  يمورد بررس مسأله ،روش نياستفاده از ا با
 جينتا. است ياصل مسألهتر از  ساده اريشده كه حل آن بس ليتبد يخط
 بيبر ترك يمبتن يخط يزير كه روش برنامه دنده يآمده نشان م دست هب

كارآمد،  نكهيعلاوه بر ا ،يخط يابي درون يساز مشتق و گسسته بيتقر
 ريو برخلاف سا باشد يم زياده نحال س نياست در ع قيمؤثر و دق

از محاسبات برخوردار  يو حجم كمتر يدگيچيشده از پ ارائه هاي روش
 يها در دقت نيا وجود با. دارد يزمان پردازش كمتر ليدل نيبه هم ؛است
 شيزمان محاسبات افزا ،يدشنهايپ تميتكرار الگور شيبالا و افزا اريبس
دارد با  تيزمان اهم تيمحدودكه  ياست در حل مسائل زمو لا ابدي يم

. در نظر گرفت تميتكرار الگور يبرا ييها تيمحدود ،توجه به دقت پاسخ
گزارش شده است، حل مسائل  3كه در بخش  مسأله ميدر بخش تعم

ها  از روش يكه در تعداد يبا وجود مشتقات كسر يريتأخ نهيكنترل به
مهم  يها يژگياز و يكيو  شود يبه سهولت ممكن م ستين ريپذ امكان

 يشنهاديروش پ ييو كارا يدر انتها با ذكر مثال، اثربخش. روش است نيا
 .ميا را نشان داده

مقاله  نيشده در ا ارائه ديكرد روش جد ميخواه يسع ندهيآ يكارها در
 ميدر نظر دار نيهمچن. ميياستفاده نما يتر دهيچيپ يرا در مسائل كاربرد

كه در قسمت  يريتأخ يكسر نهيبهحل مسائل كنترل  يروش را برا نيا

 يها ستميو س يبيترك ريبه آن اشاره شد و تأخ 3 در بخش مسأله ميتعم
  .ميگسترش ده يرخطيغ
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تحصيلات خود را در مقاطع كارشناسي و كارشناسي ارشد  يطبر يوسفي يمهد
به پايان  يدر دانشگاه آزاد اسلام 1391و  1383هاي برق به ترتيب در سال يمهندس

دوره دكتري مهندسي برق در دانشكده  يال حاضر دانشجودر حوي . رسانده است
هاي تحقيقاتي مورد  زمينه. ستبابل ا يروانينوش يدانشگاه صنعت وتريبرق و كامپ يمهندس

  .يريتاخ يها ستميس ي ومرتبه كسر يها ستميس نه،يكنترل به: علاقه ايشان عبارتند از
  

خود را از دانشگاه صتعتي  مدرك كارشناسي مهندسي برق 1377در سال  يرحمان زهرا
 يدكتر 1386مدرك كارشناسي ارشد و در سال  1379در سال  بيترتشريف تهران و به

عنوان به 1387از سال . دريافت نمود رانيمهندسي برق خود را از دانشگاه علم و صنعت ا
بابل مشغول  يروانينوش يدانشگاه صنعت وتريكامپ وبرق  يعضو هيأت علمي گروه مهندس

مورد  يقاتيهاي تحق زمينه. باشد اين دانشكده مي اريفعاليت گرديد و اينك نيز دانش به
 يهاستميهوشمند، س يهامتنوع بوده و شامل موضوعاتي مانند روش شانيعلاقه ا

  .است يبيو ترك دهيچيپ ،يرخطيغ
  
تحصيلات خود را در مقاطع كارشناسي و كارشناسي ارشد  اديكام انيديوح يعل
مشهد و  ياز دانشگاه فردوس 1352، 1348هاي  به ترتيب در سال ياربردك اتياضير

 اتياضيرشته ر يمدرك دكتر يو. است دهيبه پايان رسان رانيا اتياضيموسسه ر
استاد  شانيا. اخذ نمود 1367سال  رانگلستان د دزيكنترل خود را از دانشگاه ل -يكاربرد

هاي تحقيقاتي مورد علاقه  و زمينه باشند  يم يدانشگاه فردوس ياضيتمام دانشكده علوم ر
 يتئور يكاربردها نه،يكنترل به ،يكسر كيناميد ،يكاربرد اتياضير: ايشان عبارتند از

  .است  يكنترل يها ستميو س يريگاندازه يتئور ،يفاز
  
تحصيلات خود را در مقاطع كارشناسي و كارشناسي ارشد و  يرستم يسادات ليجل ديس

از  1391و  1384، 1381هاي  ترتيب در سالكنترل به شيگرابرق  يمهندس يدكتر
مشهد و دانشگاه مازندران به پايان  يو فردوس يطوس نيرالديخواجه نص يدانشگاه صنعت

مهندسي برق و كامپيوتر دانشگاه صنعتي  دهدانشك ارياكنون استادرسانده است و هم
كنترل : قه ايشان عبارتند ازهاي تحقيقاتي مورد علا زمينه. باشد بابل مي يروانينوش
كنترل مدل  ،يرخطيكنترل غ ر،يتاخ يدارا يهاستميكنترل س ،يمرتبه كسر يهاستميس
  . يتيتقو يريادگيشونده و تكرار ريادگيكنترل  ن،يبشيپ

  
  

  


