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مقاله پژوهشي

  يرخطيها در زمان ز گراف يدرجه رنگ نيانگيمحاسبه م
  يآبام و محمدرضا بهرام يمحمدعل

  
  

ها  داده يساز رهيمهم و پركاربرد در ذخ ياز ساختارها يكيها  گراف :دهيچك
است كه محاسبه  ييها يژگيها دربردارنده و اوقات رئوس گراف يبرخ. هستند

نوشتار  نيدر ا. برخوردار است ييبسزا تيف از اهمگرا ياثر آنها بر رو زانيم
 اريمدل كرده و حل بس يرنگ هها و درج را به كمك رنگ ها يژگيو نياز ا يبرخ
به مشاهده همه اطلاعات  يازيكه ن يرخطيز تميمسئله را به كمك دو الگور عيسر

 اطلاعات هر رأس ميكن يدر روش اول فرض م. ميده يقرار م يندارد، مورد بررس
 بيبا ضر يبيتقر تميالگور كيو سپس  ميدان يآن را م يها يژگياز گراف و و

2  يازابه  نيا يسپس در بخش بعد. ميده يآن ارائه م يشده برا هداد 
دست  يبيتقر نيبه چن توان يهمچنان م ميده يفرض را كنار گذاشته و نشان م

  .است يرخطيشده ز ارائه تميالگور يزمان اجرا ياضير ديكه ام يدر حال تافي
  
 يها تميالگور ،يبيتقر يها تميالگور ،يرخطيز - زمان يها تميالگور :دواژهيكل

  .درجه نيانگيم ،يگراف، درجه رنگ

  قدمهم - 1
 يساز رهيذخ يمورد استفاده برا يساختارها داده نيتر از مهم يكي

 ييها يژگيو جاديها باعث ا گراف تيماه. دها هستن اطلاعات، گراف
 نيامروزه به وفور از ا. هستند مؤثر اريداده بس ليكه خود در تحل شود يم

امر سبب شده است  نيكه ا شود ياطلاعات استفاده م ينگهدار يبرا مدل
مانند  يا خواص ساده. ها در عمل مهم و جذاب باشد گراف يها يژگيو
اطلاعات ... و  3نهيكم يدازه پوشش رأس، ان2ي، همبند1درج نيانگيم

 .كنند يرا درباره ساختار گراف فراهم م يارزشمند
بر  آنها يها يژگيها و استخراج و گراف تيتوجه به آنچه ذكر شد اهم با
و با توجه به رشد روزافزون  رياخ يها سال ياما ط ستين دهيپوش يكس

اطلاعات و  ليبه تحل روزافزون ازيداده در جهان و ن رييو تغ ديسرعت تول
 نيا عيسر افتني يبرا اكار يها تميبه الگور ازي، نآنها جيبردن از نتا بهره

 .شود ياحساس م شياز پ شيب ها يژگيو
مسئله به عنوان  كي يبرا يخط از مرتبه تميالگور كيارائه  همواره

حال  نيبا ا. در حل آن قلمداد شده است تياز موفق يياستاندارد طلا كي
حل مسئله خود  ميتا پارادا كند يكه به آن اشاره شد، ما را وادار م ياترييتغ

زمان  زين يطخ تميالگور كي ياز موارد حت ياريدر بس رايز ،ميده رييرا تغ
 اياست و  اديزمان به واقع ز نيا ايكه  يبه طور. كند يرا مصرف م ياديز
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ده معتبر دست آمه جواب ب گريد رد،يپذ يم انيكه محاسبه ما پا يزمان
 .]1[ ميا هانجام داد يا هودهيدر عمل كار ب نيبنابرا و ستين

تنها به  توان يم ايكه آ آورد يرا به وجود م سؤال نيفوق، ا قيحقا
كه  يها پردازش را انجام داد؟ در صورت از داده يكم اريكمك مقدار بس

زدن  بيرناچار به استفاده از تق م،يريها را در نظر نگ از داده يبخش ميبخواه
اوقات كه شرح آن در بالا گذشت،  يگاه رايز م؛يهست يعملكرد تصادف اي
در  قيدق ريغ جهيو در نت ياحتمالات ايو  يبيجواب تقر كيدست آوردن ه ب

هر چند . است رهنگامياما د ق،يدق يجواب افتنيزمان كوتاه، ارزشمندتر از 
 .است ييها تيهمراه با محدود ايممكن  ريغ يكار نياوقات چن يگاه

جهت حل  تواند يگراف كه م هيمسئله از نظر كينوشتار بر حل  نيا در
  .ميكن يتمركز م رديدست مورد استفاده قرار بگ نياز ا يگريد مسايل

 آن تيمسئله و اهم فيتعر 1- 1

شده  يزيآم گراف رنگ كيدر  يرنگ درجه نيانگيم محاسبه ،ما هدف
 نيانگيكرده تا مفهوم م فيا تعردرجه ر نيانگيم يابتدا به طور رسم. است
كه به هر  را يگراف. گراف مشخص شود كي يبه وضوح برا يرنگ درجه

 .مينام يم يگراف رنگ كيداده شده است  صيرنگ تخص كيرأس آن 
در  زيمتما يها يژگيو نيارتباط ب يبررس يرنگ يها گراف فيتعر زهيانگ

كه مراكز  ديريبگ را در نظر يبه عنوان مثال شهر .باشد يساختار م كي
هر مركز، ممكن است . اند به هم وصل شده ييها مهم آن توسط جاده

 ديحال فرض كن. ارائه دهد... و  ينشان آتش مارستان،يرا مثل ب يخدمات
 ينقطه حداكثر به چند خدمت مجزا دسترس كيدر  ميبدان ميخواه يم

 يها تخصص اي ها يژگيبا و يافراد ياجتماع شبكه كيمثلاً در  اي. ميدار
 زانيم رامونيرا پ يتسؤالا آنهاحضور . دارند يحساب كاربر ز،يمتما

 .كند يم جاديمختلف، ا نيو ارتباط افراد عضو به متخصص يدسترس
 يشبكه برا كيدر  زيمتما يها يدست، مثل دسترس نياز ا ييها مثال
 .فراوانند... فرد و  كيتعداد مشاغل مجاور به  يبررس ايو  4ابيريمس

به  d* گراف درجه نيانگي، مGدر گراف  :درجه نيانگيم )1 فيرتع
  شود يم فيصورت تعر نيا

* deg( )
v V

m
d v

n n

 1  )1(  

)deg نيهمچن وتعداد رئوس گراف  n ،ها اليتعداد  mدر آن  كه )v 
 كيرئوس  يرنگ درجه فيتعر يبرا .باشد يرأس م كي درجه دهنده نشان

 يرا رنگ يگراف. ميكن فيرا تعر يگراف ابتدا لازم است گراف رنگ
به  2 فيتعر. رنگ نسبت داده شده باشد كيكه به هر رأس آن  مييگو يم

  .كند يموضوع را مشخص م نيدقت ا
: تابع :يزيآم تابع رنگ )2 فيتعر S V   يزيآم تابع رنگ كيرا 

   فيبه كمك تعر حال .مينام يم S به مجموعه رنگ V مجموعه رئوس از
 

4. Router 
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درجه  نيانگيبوده و م 4برابر  vرأس  يدرجه رنگ .آن نيانگيو م يدرجه رنگ  :1شكل 

)/برابر  يرنگ )     4 1 2 1 2 1 6 1   .است 83
  
  .ميكن يم فيرا تعر يرنگ درجه 2

vس أهر ر يبرا :يرنگ درجه )3 فيتعر V  از گرافG  و  
  را درجه vرأس  هيهمسا زيمتما يها رنگ ، تعداد يزيآم تابع رنگ

) ميدار تر قيبه طور دق و مينام يس مأآن ر يرنگ ) Av  كه 
{ [ ], ( ) }A c S u adj v u c     نيانگيم ميتوان يحال م .است 

 .ميكن فيتعر يگراف رنگ كي يبرا را يرنگ درجه
با تابع  Gگراف  يرنگ درجه نيانگيم :يرنگ جهدر نيانگيم )4 فيتعر

 رئوس آن برابر است با يبر رو 

, ( )G
v V

v
n 



 1  )2(  

  .ميده ينشان م * به اختصار با كه
 شيآن را نما نيانگيو م يرنگ درجه ،يگراف رنگ كي يبرا 1 شكل

در واقع . است )2(درست  يبيو تقر ياحتمال ما محاسبه هدف .دهد يم
شده  داده از  شيب ييداده شده خطا با احتمال  ديجواب ما با

  .باشد نداشته
 يبردار نمونه يها ابزارها و مدل 2- 1

 شيمسئله پ نيا ،مينند گراف مواجه هستما يكه با ساختار يهنگام
 يمسئله برا نيالبته ا ؟ميدار ياز گراف دسترس يكه به چه اطلاعات ديآ يم

ها،  حجم داده شيبا افزا رايز ،ها مطرح است از داده يبزرگ  هر مجموعه
. ستين يپوش قابل چشم يبه راحت يتئور ريغ دگاهيها از د داده 1يافزونگ

است علاوه بر محدودكردن  ارمانيكه در اخت يتاطلاعا يفرض ما بر رو
 زيمسئله ن يبرا نييحد پا افتنيحل و  يبر رو تواند يم تميالگور يياكار

 .اثرگذار باشد
مسئله را در آن  ميكه قصد دار يخود را از مدل اتيبخش فرض نيا در
ما به  يشامل نوع دسترس اتيفرض نيا. ميكن يمرور م ميمايحل ن
 .حل مسئله است يلازم برا يساختارها داده

 همه نيهاست و همچن گراف يعمده تمركز ما بر رو كه نيبه ا توجهبا 
خواهند  يبردار به نمونه ازين يكرد، به نوع ميكه ارائه خواه ييها تميالگور

قرار  ياز ساختار گراف را مورد بررس يبردار بخش، نمونه نيداشت، در ا
 يررسرا مورد ب يبردار واع نمونهلازم است ان زياز هر چ شيپ. ميده يم

 .ميكن انيخود را ب اتيقرار داده و سپس فرض
 يساز رهيبه نوع ذخ يادينسبتاً ز زانيبه م يبردار نمونه يدگيچيو پ نوع
 نيابنابر و دارد ياطلاعات بستگ ينگهدار يساختار به كار رفته برا و داده

ساختار را درباره  ييها فرض شيپ ،يوجو به صورت ضمن هر پرس
 اتيدقت كرد كه فرض ديبا پس. كند يم جاديمشابه ا مسايلو  يساز رهيذخ

 .كنند يم جاديا تيمحدود زانيبه چه م
 

1. Redundancy 

در  كه ممكن باشد يبردار نمونه نيتر يا هيپا ديشا ،يرأس يبردار نمونه
اغلب . شود يانتخاب م يرأس به صورت تصادف كي ،يبردار نمونه نيا

 ياست و گاه (UAR)2 كنواختي يتصادف تصادف به صورت نياوقات ا
 يها فرض شيبه پ ازيالبته نوع آخر، ن كه 3يدار خط اوقات به شكل وزن

ساده و در  اريبس يبردار نوع از نمونه نيبه هر حال، ا. دارد يتر دهيچيپ
  :تر قيبه طور دق. است ريپذ عمده كاربردها امكان

  :يسأر يبردار نمونه )5 فيتعر
, :كنواختي يتصادف - : Pr[ ] Pr[ ]u v V u v    
: :يدار خط وزن - Pr[ ] deg( )v V v v m   2  
]Prرئوس گراف و  مجموعه دهنده نشان V نجايا در ]v  احتمال انتخاب

به  ،يبردار نمونه نيتوجه داشت كه انجام ا ديبا البته .باشد يم vرأس 
  ].2[ ستيدارند، همواره ساده ن يكه جنبه عمل يمسايلخصوص در مورد  

 نيبه ا و است يالي يبردار از گراف، نمونه يبردار از نمونه يگريد نوع
علاوه ه ب. ميمناسب داشته باش يساختار را در داده ها اليمنظور لازم است 

امكان در گراف فراهم  نيكه ا يدر صورت. ميبدان زيرا ن آنهاتعداد  ديبا
اگر هر . استفراهم  ام يبرا زين يدار خط وزن يبردار باشد، امكان نمونه

و سپس به صورت  ميانتخاب كن كنواختي يرا به شكل تصادف الي
احتمال انتخاب هر  ميرياز رئوسش را در نظر بگ يكي كنواختي يتصادف

  رأس برابر است با
deg( ) deg( ) deg( )

Pr( ) Pr( )
e

v v

e

v
v e

m m 

   
1 1

1 1
2 2 2  )3(  

 زيخاص ن يها رگرافياز ز يبردار مثل نمونه ،يبردار از نمونه يگريد انواع
 فشانياز تعر آنها يعمل يريپذ است كه به علت عدم امكان فيقابل تعر

 يبر رورا مختلف  يوجوها انواع پرس ميتوان يم حال .ميكن يم يپوش چشم
قابل ] 5[تا ] 3[تر در  به طور مفصل فيتعار نيا. ميكن فيها تعر گراف

  .است يريگيپ
قابل  يوجوها پرس نيو اول نيتر از متداول يكي :4درجه يوجو پرس

صورت است كه هر بار  نيوجو به ا پرس نيا .گراف است يبر رو فيتعر
انتخاب كرده و درجه آن رأس را مورد  يرأس را به صورت تصادف كي

 .ميده يقرار م سؤال
 شود يم يآن بررس ياست كه ط ييوجو پرس :5هيهمسا يوجو پرس

رأس وجود  نياصلاً ا اياست؟ آ يچه رأس vام رأس دلخواه i هيهمسا
logدارد؟ به كمك  n درجه را  يوجو پرس توان يم هيهمسا يوجو پرس

 مسايلوجو در  پرس نيتر يعيوجو، طب پرس نيا كه كرد يساز هيشب
  .است گراف

v يوجو رأس مورد پرس يبرا :6يرنگ درجه يوجو پرس V  در
) يگراف رنگ , )G V Eدر زمان ، O(  .شود يبازگردانده م * مقدار 1(
 يگيدر همسا ايآ كه ديگو يم وجو پرس نيا :7هيرنگ همسا يوجو پرس

  .ريخ ايباشد موجود است  iكه رنگ آن  uرأس مانند  كي ،vرأس 
 يها رنگ ستيوجو، ل پرس نيا :8هيرنگ همسا ستيل يوجو پرس
 يوجو از دو پرس تر يمورد، قو نيا. دهد يرا به ما م vرأس  كيمجاور 

 

2. Uniformly at Random 
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  .است گريد
كه ارائه  ييها تميدر نوع و حدود الگور ياساس يتيها اهم وجو پرس نيا
  .ميلازم است به نوع انتخابمان توجه كن نيبنابرا و دارند ميكن يم

 يرنگ يها گراف يساختارها داده 3- 1

كه ارائه  يتمين اجرا و نوع الگوربر زما ،يساختار انتخاب داده همواره
كه  ياطلاعات كمك ،يساز رهيذخ علاوه بر نحوه. اثرگذار است م،يده يم

بر  يياثر بسزا تواند ينباشد، م ايممكن است در كنار گرافمان فراهم باشد 
لازم  نيبنابرا. دجواب داشته باش نيبهتر يبرا نييحد پا ايزمان اجرا  يرو

  .ميمشخص كن زيرا ن شانيساز رهيذخ است نوع اطلاعات و نحوه
 توان ي، ماست شده رهيكه رنگ هر رأس در آن ذخ نياز ا يجدا
فرض كرد كه هر  توان يبه طور مثال م. به مسئله افزود زيرا ن ياتيفرض

در واقع افراز رئوس . كه به آن رنگ هستند را داراست يرئوس ستيرنگ ل
دارد؛ ممكن  يجالب ريع آخر تعباطلا. ميها را به طور جداگانه دار به رنگ

در  ،ميبودن منابع را محاسبه كنريپذ دسترس زانيم ميباش داشتهاست قصد 
مثلاً (نوع مركز  كياست كه  يدر حكم مناطق يستيل نيصورت چن نيا

 اينوع خدمات  اديبا ازد. خدمت ارائه كند آنهابه  تواند يم) ينشان آتش
 يو گاه ديمف ارياوقات بس يبرخ ندتوان يم ياطلاعات نيها، چن همان رنگ

  .باشند تياهم يبهم 

  نيشيپ يكارها - 2
شده مرتبط با  مشابه انجام يبر كارها ميدار يبخش مرور نيا در
 با .كنند يم دايجواب را پ يرخطيكه در زمان ز يرنگ يها ها و گراف گراف

 كرد،يرو نياول م،يهست يرنگ درجه نيانگيتوجه به آن كه به دنبال م
 nاز  يا دنباله ديفرض كن. درجه رئوس گراف است كردن به دنباله نگاه

. ميدست آوره را ب آنها نيانگيم ايمجموع  ميقصد دار و ميدار يعدد نامنف
 مسلماً محاسبه. دو آمار دار وتريدر علوم كامپ ياديز يمسئله كاربردها نيا

 يعيهمه اعضا دارد و طب دنيادل دمع يا نهيدنباله، هز كيمجموع  قيدق
دنباله را به  يمعقول از مجموع اعضا نيتخم كي مياست كه بخواه

  .ميسرعت به دست آور
. شود ياستفاده م يتصادف كنواختي يبردار از روش نمونه ،يطور سنت به

 يبردار نوع نمونه نيا ،يشرط چيواضح است كه بدون در نظر گرفتن ه
 يبه عنوان مثال دو ورود. حل مسئله بكند به يانيكمك شا تواند ينم

همه عناصر برابر صفر هستند  يدر هر دو ورود: ديريمتفاوت را در نظر بگ
واضح است . بزرگ است ياز عناصر برابر عدد يكيدوم،  يدر ورود يول
 ،يبردار با نمونه نيبنابرا. نخواهد شد دهيشده داديعنصر  1بالا احتمال با كه

 نيانگيم ايمجموع  توان ينم يتيمحدود چيبدون هو  كنواختي يتصادف
 نيب يريگ كه تفاوت چشم داد، حال آن صيدو دنباله را از هم تشخ نيا
 يضرب يبا خطا ميستيقادر ن تر قيبه طور دق. آن دو وجود دارد جموعم
 يبرا يجواب توان يبا افزودن چند فرض م اما .ميرا محاسبه كن نيانگيم

] 0،1[اگر اعداد را به بازه . )آمده است] 6[ر جواب د كي( افتيمسئله 
))O كمك به توان يم م،يكن محدود ) log( )) 21  بيتقر كي نمونه، 1

دست آورد كه با توجه به ه ب با احتمال   يجمع يبا خطا نيانگياز م
 يبردار نمونه. كرد محاسبه زيمجموع را ن توان يها، م داشتن تعداد نمونه

را  يبزرگ يها كه اعداد، بازه ييها يورود يبر رو يو تصادف كنواختي
 يبردار از نمونه مياما اگر قادر باش. كند يعمل م فيضع دهند، يم ليتشك
] 7[در . ميابيدست  يبهتر جيبه نتا ميتوان يم م،يدار استفاده كن وزن يخط

 

1. With High Probability 

و با  يضرب يبا خطا يتميالگور ،يدار خط وزن يرداب به كمك نمونه
) استفاده از )O n  نمونه ارائه شده كهn به طور . باشد يتعداد اعداد م
است كه اعداد به  يا به مسئله ياصل مسئله ليروش تبد نيخلاصه، ا

 ديصرفاً با د،يدر حالت جد. اند دهاندازه افراز ش هم اي يسطل خال يتعداد
منظور از تناقض روز  نيبه ا و ميشمارش كن ار يخال يها تعداد سطل

 يها تعداد نمونه م،يكن يم يصورت كه سع نيبه ا. شود ياستفاده م 2تولد
اگر از  نيهمچن. ميابيب ميكه به تكرار برخورد كن آن يبرا را لازم
دار به صورت توأمان استفاده  وزن يو خط كنواختي يتصادف يبردار نمونه

} را به ازيمورد ن يها هتعداد نمون توان يم م،يكن , , }a nU v u   كاهش
 نيتخم يبرا ازيمورد ن يها ثابت شده كه تعداد نمونه] 7[در  نيهمچن. داد

) از مرتبه يدار خط وزن يبردا مجموع با استفاده از نمونه )n است .
 حتماً به ز،ين يدار عموم وزن يبردارها از نمونه بيبا هر ترك نيهمچن

( )n  يكه به نام او O كه نماد ستلازم به ذكر ا. ميدار ازينمونه ن 3
 ]8[ شود يم فيتعر ريبزرگ نرم مشهور است به شكل ز

( ( )) { ( ) : , , , ,

( ) ( )(log ) }k

O g n f n c k n n n n

f n cg n n

     

  
0 0

0
    )4(  

 ميا ها نكرده گراف تياز خاص ياستفاده خاص بيترت نياست كه به ا روشن
 يدر حال ميا ستهينگر يعاد دنباله كي ديدرجات گراف به د بلكه به دنباله

در  يمعمول دنباله كينسبت به  يشتريدرجات گراف اطلاعات ب كه دنباله
 يروش ه،يقض كيبه كمك  Fiege، 2004در سال . داده است يخود جا

 يبرا يتميالگور يو]. 9[گراف ارائه كرد  تيخاص نيبردن از ا بهره يبرا
آن  بيتقر بيگراف ارائه داده و ثابت كرد ضر درجه نيانگيم محاسبه

2 يبه ازا تميالگور نيا در .است  رأس از مرتبه يشده، تعداد داده 
O( )n 1 نيانگيم و شوند يانتخاب م كنواختي يبه صورت تصادف 

نشان داده . شود يدرجه كل گراف گزارش م نيانگيبه عنوان م آنها درجه
 .دارد 2 يبيتقر يخطا 4/3با احتمال حداقل  اين روس كهشده 

بهره برد و به  زين هيهمسا يوجو از پرس توان يبر روش فوق، م علاوه
با احتمال  هيهمسا يوجو به كمك پرس] 4[در . افتيدست  يگريد جينتا

) جواب كي 3/2حداقل  ) 1 درجه ارائه  نيانگيم مسئله يبرا بيتقر
) تميالگور نيا يزمان اجرا ياضير ديام كهده گردي )O n است .
] 4[در . است نهيبه تم،يالگور نيا يكه زمان اجرا شده هدنشان دا نيهمچن

 نيانگيم مسئله يثابت برا بيتقر بيبا ضر تمينشان داده شد كه هر الگور
) به ازيدرجه، ن )n اگر امكان  يگراف دارد، حت كيوجو از  پرس

ن فراهم زما به طور هم هيهمسا يوجو درجه و پرس يوجو استفاده از پرس
) تميهر الگور نينهمچ. باشد ) 1 به  ازين بيتقر( )O n   نمونه
رئوس  كه ميقادر هست ه،يهمسا يوجو به كمك پرس نيهمچن. دارد
مؤثر  تيپرجمع  رئوس دسته درجه شيرا كه در افزا تيجمع كم يها دسته

 دهيا. ميابيبهتر دست  بيتا به تقر مينك ليدخ نمانيدر تخم زيهستند ن
كه در  تمياز الگور يا نسخه. گرفته شده است] 10[از  تميالگور نيا ياصل
دارد،  ازيدرجه رئوس ن نيانگيم يبرا نييحد پا كيبه  م،يده يارائه م نجايا

نسخه از  نيا. حذف كرد زيفرض را ن نيا توان يم رييتغ ياما با اندك
به  يوابستگ نيحذف ا يمفصل چگونگ حيده و توضآم] 11[در  تميالگور

  .موجود است] 4[در  انهيكمك ترفند م
داشتن حد  اريارائه شده است، با فرض در اخت] 2[كه در  گريد روش

U يبالا n گراف، به كمك  درجه نيانگياز مO(log log log )U U 
  به  توان يكه م شود يراه فرض م نيا  در  البته  .كند يم  حل  را  مسئله  نمونه،
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  )ب(                                   )     الف(                            

 2 ،رأس 3با  يگراف) ب(و  1درجه  نيانگيو م الي 3 ،رأس 3با  يگراف) الف(  :2شكل 
  .1درجه  نيانگيو م الي

  
 نيهمچن. كرد يبردار از گراف نمونه زيمفروض ن عيتوز كيكمك 
  .مجاز است زين يدار خط وزن يبردار نمونه

 گراف يرنگ درجه نيانگيم محاسبه - 3

  يرنگ درجه حل به كمك دنباله 1- 3
 و] 6[شده در  مطرح يايحل ساده را به كمك قضا كيبخش  نيا در

 يزيآم كه رنگ ميبخش از آن جنبه توجه دار نيبه ا. ميكن يم يبررس] 7[
اطلاعات موجود در آن گراف را از  يگراف تا حد كي يرنگ  درجه و دنباله

 يگسسته مورد بررس يتابع كل كي ديعملاً مسئله را با د يعني. برد يم نيب
 .ميده يقرار م

 يحالت كل يرا برا) نيانگيهمان م اي(مجموع دنباله  محاسبه مسئله
از آن را مشاهده  يحالت خاص نجايكه در ا حال آن م،يكرده بود فيتعر
)در واقع گراف . ميكن يم , )G V E  و تابع  دنباله گريكديبه كمك 

{ , , }nA a a 1  كه  اند داده ليرا تشك( )ia v قت،يدر حق. است 
 مجموعه يكه رو ميعنصر دار n با دامنه يكه تابع يبرخلاف حالت عموم

{ , , }n 1 1 همان تابع بر اساس قواعد  نجايشده است، در ا فيتعر
}مجموعه برد  ،يزيآم رنگ , , }l1   دارد كهl مجموعه يها تعداد رنگ 

S ) برد تابع(  ها به اندازه تعداد  كه تعداد رنگ يدر صورت. باشد مي
حالت  ، همان دنبالهA نبالهباشد كه د نيرئوس باشد، ممكن است تصور ا

 زيكه هر رأس رنگ متما يجالب آن است كه در حالت نكته. است يكل
 جيآن نتا يگراف است كه برا كيدرجات  دست آمده دنبالهه ب دارد، دنباله

  .ارائه شد يدر قسمت قبل يجالب
 ديبا اي م،ياستفاده كن هيقض نيموجود در ا يها حل از راه ميبخواه اگر

 حيده و در قسمت قبل توضگرديارائه ] 6[كه در  يمسئله را به كمك روش
 يبرا. يدار خط وزن يبردار با استفاده از نمونه اي ميحل كن است داده شده

 وجهت منتقل شوند كه با] 0،1[ هاستفاده از حل اول، لازم است اعداد به باز
قابل  يجمع يامكان وجود دارد و مسئله با خطا نيا ،بودن بازهبه محدود
 يريگ چشم شيخطا با افزا نيالبته لازم به ذكر است كه ا. حل است
 n حداكثر ميدر واقع اگر بخواه. ه مواجه خواهد شدباز ليهنگام تبد

)است تا  ازين ،ميفاصله داشته باش يواحد با عدد واقع )n نتخابنمونه ا 
  .ستيكه مورد نظر ما ن ميكن

 .مسئله قابل حل است يدار خط وزن يبردار به كمك نمونه اما
كه  ميدار اريگراف در اخت نيا يبرا يبردار كه نمونه ميض كنفر ميتوان يم

فرض  نيبا ا و كند يشان انتخاب م رئوس را با احتمال متناسب با درجه
 يساز هياما شب. است ريپذ امكان] 7[شده در  حل مسئله با كمك روش ارائه

تأمل  يجا ،يتصادف يبردار دار به كمك نمونه وزن يخط يبردار ونهنم
از آن را داشته  يبيتقر اي ميگراف را بدان يها اليكه تعداد  ير صورتد. دارد
هر رأس را با توجه به وزنش انتخاب  توان يم م،يبه دست آور ايو  ميباش
به  الي كيكه  كند يصورت عمل م نيبه ا هيرو نيبه طور خلاصه، ا. كرد

 از دو سرش انتخاب يكي كسانيانتخاب شده و با احتمال  يصورت تصادف

)كه درجه آن از مرتبه  يوجود ممكن است رأس نيبا ا. شود يم )n 
مذكور به  هيرو بيترت نيكه به ا باشدداشته  يثابت يرنگ است، درجه

 .است دهيفا يدار، ب وزن يخط يبردار نمونه يبرا ييتنها

 نيانگيبه م يرنگ درجه نيانگيم كاهش مسئله 2- 3
 درجه در گراف

 يرا مورد بررس 2شكل  م،يمان بپرداز مسئله لياز آن كه به تبد لقب
 ريدو گراف مشابه با تعداد رئوس برابر به تصو  ،شكل اين در. ميده يقرار م
 شيپ. است  1 در هر دو شكل برابر  يرنگ درجه نيانگيم .شده است دهيكش

 يرا كم يرنگ ريغ يها مشابه در گراف يژگيو ح،يتوض نياز ادامه ا
درجه برابر، هرچند  نيانگيدر دو گراف ساده با م .ميكن يم يبررس تر قيقد

درجه در تعداد رئوس گراف، برابر  نيانگيضرب م باشد، حاصل حيناصح
علاوه دو گراف با ه ب. است حيصح يشد كه عدد اهدخو ها اليتعداد 

 ماا .برابر است شانيها اليو تعداد رئوس برابر، تعداد  كساني درجه نيانگيم
و  الف -2 يها شكل .ستين حيموضوع صح نيا يرنگ يها در مورد گراف

 نيانگيكه م دهند يمتفاوت را نشان م يب، دو گراف با دو تابع رنگ -2
  .ستيبا هم برابر ن شانيها الياست اما تعداد  يكيهم  شانيرنگ درجه
به طور . هر رأس است يرنگ در درجه ها الي رياز تأث يمسئله ناش نيا
 درجه يبر رو ياثر م،يمورب را حذف كن الي الف -2ل اگر در شكل مثا
 رييدچار تغ زين يرنگ درجه نيانگيم جه،يندارد و در نت يرأس چيه يرنگ
همان دو  ني، ب )ب -2شكل (در شكل مجاور آن  دياما تصور كن. شود ينم

از آن  كي هر يرنگ صورت درجه نيدر ا كه ميكن جاديا يمورب اليرأس، 
گراف  درجه نيانگيبه م 3/2 جهيو در نت شود ياضافه م يكيس دو رأ

بر  بار كيرنگ فقط  كيمسئله به علت آن است كه  نيا. دگرد يافزوده م
) vمثل ( ياگر رأس نيبنابرا. گذارد يرأس مجاورش اثر م يرنگ درجه يرو

 يكه رأس يباشد، در صورت 2 با رنگ ) uمثل ( يمجاور رأس  1 با رنگ 
 باشد، درجه uندارد، مجاور   2 با رنگ  يكه مجاور  1 با رنگ ) wمثل (

واحد اضافه  كي w يرنگ كه درجه يدر حال كند ينم رييتغ u يرنگ
گاه  باشد، آن شتهدا) uجز ه ب( 2به رنگ  يا هيهمسا wاما اگر . شود يم
) الي , )w u درجه نيانگيدر م جه،ينداشته و در نت يرنگ در درجه يريثأت 

  .است ريتأث يب زين يرنگ
را  يرنگ درجه نيانگيكه مسئله م ميكن يرا مطرح م يليتبد نجايا در
)گراف ساده . كندگراف  درجه نيانگيبه مسئله م ليتبد , )G V E  را با

} رئوس مجموعه , , }nV v v 1   يها اليو مجموعه { , , }nE e e 1  
:تابع  نيو همچن S V   با مجموعهرا { , , }nS s s 1   1 شامل  

گراف  نيا م،يكرد فيطور كه قبلاً تعر همان. ديريدر نظر بگ زيرنگ متما
گراف،  نيبا توجه به ا حال .دهند يرا م يگراف رنگ كي ليتشك و تابع 
) گراف , )G V E   گراف نيكه مجموعه رئوس ا ميكن يم فيرا تعر 

V V U  كه رئوس مجموعه باشد يم { , , }nV v v 1  ندهينما 
} و رئوس مجموعه Gگراف  يرئوس اصل , , }nU u u 1  كي هر 

گراف  يها اليمجموعه . باشند يم S مجموعه زيمتما يها رنگ ندهينما
G ميكن يم فيصورت تعر نيرا به ا  

, , (

, ( ) , , )

)

(

, E

u V u s u v E

v V s S v s

   
   



  )5(  

متصل است كه  ييها به رنگ Gهر رأس از گراف  G واقع، در گراف در
  .با آن رنگ دارد يا هيهمسا Gدر گراف 
گراف  كي افتهي ليمشخص است، گراف تبد 3 طور كه در شكل همان
  و   گراف  ياصل  رئوس  بخش  دو  شامل  آن  رئوس  كه  است  يدوبخش
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 Gدر گراف  vرأس  نجايدر ا. يرنگ ي درجه يبرا G افتهي ليگراف تبد : 3 شكل
  .دارد sاز رنگ  يا هيهمسا

  
Lيست، لG، گرافlها، تعداد رنگn تعداد رئوس :ورودي

 رنگ يك يهرئوس همسا تعداد شامل

  G گراف يدرجه رنگ يانگينم :يخروج
     1 (S را برابر با صفر قرار بده.  
iبه ازاي ) 2      0  تاt n l :  
nتا  1بين  aعدد تصادفي  يك) 3      l انتخاب كن.  
aاگر ) 4      n:  
  .اضافه كن Sرا به  Gاز گراف  avدرجه ) 5     
  :در غير اين صورت) 6     
]مقدار ) 7      ]L a n  راه بهS اضافه كن.  
     8 (S

S
t
.  

)مقدار ) 9      )S n l

n

 را برگردان.  
  

  .لبا اطلاع كام يدرجه رنگ نيانگيمحاسبه م -1 تميالگور:  4شكل 
  

 نيگرافمان را به ا ميقصد ندار نجايدر ا. باشند يكار رفته مه ب يها رنگ
از مرتبه  يتميهر الگور شود يكار باعث م نيا رايز م،يكن ليگراف تبد

( )n از  يبرخ ليانجام تحل يبرا يگراف صرفاً مدل نيابلكه . باشد
  .استمسئله  نيحل ا يشده برا مطرح يها دهيا

v سأدرجه هر ر :6 گزاره V  كه معادل v V  است برابر( )v 
  .است Gدر گراف 
 ي، هر رأس در صورت )4( طور نيو هم Gگراف  فيطبق تعر :اثبات

 نيبنابرا و شود يداشته باشد، به آن متصل م sاز هر رنگ  يا هيهمساكه 
است كه  هيهمسا آنهابا  Gاست كه در  ييها آن برابر تعداد رنگ درجه

  .باشد يم  3 فيهمان تعر نيا
* را با G رئوس گراف درجه نيانگياگر م :7 جهينت

d م،ينشان ده 
  رنگ، برابر است با lبا  Gگراف  يرنگ درجه نيانگيم

*

( )
d

l n
n

  


 )6(  

} رئوس درجه نيانگيدر واقع همان م كه , , }nv v1  افدر گر G است. 
عملاً  م،يدست آوره را ب Gگراف  درجه نيانگيم مياگر بتوان نيبنابرا

 يا مسئله. ميدست آوره ب زيرا ن Gگراف  يرنگ درجه نيانگيم ميا توانسته
} وساطلاعات رئ افتنيمطرح است  نجايكه در ا , , }nU u u 1  است .

در حل  ياطلاعات سع نيبا فرض داشتن و نداشتن ا ندهيآ يها در بخش
 .ميمسئله دار

 حل مسئله با اطلاع كامل 3- 3

مسئله را با  ميبخش قصد دار نيگرفته، در ا صورت ليتوجه به تبد با
. ميدار اريرا در اخت Gكه اطلاعات كامل گراف  ميفرض حل كن نيا

 يريپذ يدسترس زانيم يمانند بررس مسئله نيا م،يگفت شتريپ كه طور همان
به عنوان  ومشخص شده  يگراف است كه هر منبع با رنگ كيمنابع در 
 يمنطق .از منابع نام برد يكيبه عنوان  ينشان توان از مراكز آتش يمثال م
   يرسان خدمات گانشيهمه همسا  به اندتو يرأس م  هر  كه  ميكن  فرض  است

  

  G، گراف lها  ، تعداد رنگn تعداد رئوس :ورودي
  Gگراف  يدرجه رنگ يانگينم :يخروج

     1 (S رابر با صفر قرار بدهرا ب.  
iبه ازاي ) 2      0  تاt n l :  
nتا  1بين  aيك عدد تصادفي ) 3      l انتخاب كن.  
aاگر ) 4      n:  
  .اضافه كن Sرا به  Gاز گراف  avدرجه ) 5     
  :در غير اين صورت) 6     
     7 (( , )S findNeighborCount G a n  .  
     8 (S

S
t
.  

)مقدار ) 9      )S n l

n

 را برگردان.  
  

  .با اطلاع محدود يدرجه رنگ نيانگيمحاسبه م -2 تميالگور:  5شكل 
  

علاوه، ه ب. كند تيفعال تواند يمنبع م كيدر هر رأس فقط  نيهمچن. كند
كه  را ياز مراكز يستيخدمت، ل ايفرض كرد كه هر منبع  توان يم
همان  ست،يل نيخدمت ارائه دهد داشته باشد كه طول ا آنهابه  تواند يم

 فرض عملاً درجه نيبا كمك ا. متناظر با آن منبع است iuرأس  درجه
 2 بيبا تقر توان يم بيترت نيبه ا. ميرا دار Gهمه رئوس گراف 

)Oدر زمان  را مسئله نيا )n l حل  يتصادف ياربرد به كمك نمونه
  .نوشته شده است 4 لشكحل در  وهيش. كرد
 م،يگفت] 9[در   Fiegeدر مورد روش   2كمك آنچه در بخش  به

 نيانگيآنها، م نيانگيم انتخاب چند رأس و محاسبه تميالگور ميدان يم
 روش تا خط نيكه ا كند يم  محاسبه 2 بيرا با تقر  Gگراف  درجه

 نيانگيم تميسپس در خط آخر الگور. نشان داده شده است 1 تميالگور 8
به . شود يداده م يمحاسبه شده و خروج 7 جهيبه كمك نت ،يرنگ درجه

 تميالگور كي توان يم بيترت نيا 2 مسئله با  نيا يبرا را بيتقر
 .لاعات همه رئوس ارائه كردداشتن اط اريفرض در اخت

)Oبا انتخاب  :8 جهينت )n l يرنگ درجه نيانگيرأس و اطلاع از م 
 2 بيگراف را با تقر كي يرنگ درجه نيانگيم توان يهر كدام، م
 .محاسبه كرد

 حل مسئله با اطلاع محدود 4- 3

فرض . ميكن يبه مسئله نگاه م تر يواقع يلتر و محدود يبا فرض نجايا در
 يعني ،ميندار اريرا به طور آماده در اخت Uاطلاعات رئوس  ميكن يم
از . قرار دارد زيرنگ دلخواه در مجاورت چند رأس متما كي كه ميدان ينم

)Oاطلاع را در زمان  نيا توان يم ميدان يم يطرف )n حالت  نيدر بدتر
بوده و مطلوب ما  يزمان خط نيهرچند ا. دست آورده هر رأس ب يبرا
 نيانگيم محاسبه ياز آن برا يا به كمك روش ساده توان يم يول ستين

  .بهره برد يرخطيدرجه در زمان ز
) مانيها تعداد رنگ ميكن يفرض م نجايا در )l از مرتبه O(log )n 
 بار همواره از مرتبه نيرأس ا كي درجه دنيتفاوت كه پرس نيبا ا ،است

O(  م،يرا انتخاب كن U از رئوس مجموعه يكيدر واقع اگر . ستين 1(
)O از مرتبه يانجام كار ازمندين )n تر قيموضوع به طور دق نيا. ميهست 

 كيگراف و  كي ()findNeighborCount تابع .ده استآم 5شكل در 
به آن رنگ دارند  يا هيكه همسا را يكرده و تعداد رئوس افتيدر را رنگ
 ادهيپ يا تابع را به گونه نيا توان يطور كه اشاره شد، م همان. گرداند يبازم

)O كرد كه در زمان )n به آن  ميقصد دار نجايكه در ا يسؤالاما  ،كار كند
  .است تميكل الگور يزمان اجرا يبر رو رييتغ نيا تأثير م،يپاسخ ده
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  2 تميالگور ليتحل
 هيبا دو رو) درجه يوجو پرس(وجو  نوع پرس كياز  2 تميواقع الگور در

 از 5خط  هيرو يزمان اجرا. كند ياستفاده م  7و  5متفاوت در خطوط 
O( )O از 7خط  هيو رو 1( )n رأس  كياحتمال انتخاب  ياز طرف. است

)هستند،  Gكه همان رئوس گراف  Vاز مجموعه  )n n l باشد مي 
)برابر  Uاز رئوس مجموعه  يكياحتمال انتخاب  يول )l n l است 
  نيبنابرا و

Pr( ) Pr( )
log

log
Pr( ) Pr( )

log

a

a

n n
a n v V

n l n n

l n
a n v U

n l n n

    
 

    
 

 )7(  

)O وجوها طور كه مشخص است تعداد پرس همان )n l اما . است
وجوها  سپر يدگيچيتنها با پ تميالگور يدگيچيقبل، پ تميبرخلاف الگور

دارد،  يمتفاوت يزمان يدگيچيوجو پ بلكه چون هر پرس ستيمرتبط ن
با توجه . وجوها مربوط است پرس يدگيچيبا مجموع پ تميالگور يدگيچيپ

زمان  ديام توان يم ميديد )6(دو دسته رئوس كه در  نياحتمال ب عيبه توز
  محاسبه كردرا ) A نجايدر ا( 2 تميالگور ياجرا

[ ( )] [ ( )]E TIME A E t Q i  )8(  

)بالا  معادله در )Q i يوجو پرس يزمان اجرا iميدار نيبنابرا و ام است  
[ ( )] [ ( )]E TIME A tE Q i  )9(  

  كرد يسيبازنو ريرا به شكل ز) 8( توان يم ميگفت) 6(كمك آنچه در  به
[ ( )] (Pr( ) Pr( ) O( ))

log
( O( ))

log log

log
( )

log log

E TIME A t a n a n n

n n
t n

n n n n

n c n n
t

n n n n

     

 
 


 

 

1

 )10(  

  ميدار tبا توجه به مقدار . مقدار ثابت است كي c كه
( ( )) (O( ) O(log ))

O( ) log ( )

E TIME A c l n n

l n n O n

  

  

1
  )11(  

 .خواهد ماند يرخطيكماكان ز تميالگور يزمان اجرا ياضير ديام نيبنابرا
) از مرتبه 2 تميالگور يمتوسط زمان اجرا :9 هيقض )O n  بوده و

  .است  2آن  بيتقر بيضر
 و شود يانجام م Gعملاً از گراف  يبردار كه نمونه ميتوجه دار :اثبات

 بيتقر بي، ضر 7 جهيو نت 2-3بخش  حاتيبا توجه به توض نيبنابرا
نشان   )10(طور كه در  همان نيهمچن. خواهد بود 2همان  تميالگور
) زمان اجرا از مرتبه ياضير ديام م،يداد )O n باشد يم.  

 

  يبند جمع - 4
ف را مورد اگر كي يبرا يرنگ درجه نيانگينوشتار مسئله م نيا در
مسئله در  نيحل ا يبرا 2 بيو دو روش با تقر يمقرار داد يبررس

 تيبر اطلاع كامل از وضع يروش اول مبتن. ميدكرارائه  يخطريزمان ز
)Oگراف بود كه در زمان  )n l با  يرنگ درجه نيانگيم بيقادر به تقر

با انتخاب   2 تميالگور به كمك نيهمچن .باشد يم 2 يحداكثر خطا
O( )n l  رأس و در زمان متوسط( )O n به همان  ميتوان يم

  .ميابيدست  بيتقر بيضر
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او . موفق به كسب مدال برنز شد اتياضير يجهان اديالمپ نيام36در  آبام يمحمدعل

در  بيبه ترت فيشر يارشد خود را از دانشگاه صنعت يو كارشناس يمدرك كارشناس
خود را از دانشگاه  يدكتر 1386سپس در سال . كرد افتيدر 1380و  1378 يها سال

TU Eindhoven ي به دانشكده يعلم أتيعنوان عضو ه هب 1390كرد و از سال  افتيدر 
 يپژوهش ي مورد علاقه يها نهيزم. ملحق شد فيشر يدانشگاه صنعت وتريكامپ يمهندس

 يها تميو الگور ميحج ياه داده يها تميو گسسته، الگور يمحاسبات ي شامل هندسه يو
  .باشد يم يو تصادف يبيتقر
  

 1394در سال  يبهشت ديخود را از دانشگاه شه يمدرك كارشناس يبهرام محمدرضا
 يارشد خود را از دانشگاه صنعت يمدرك كارشناس 1396سپس در سال . كرد افتيدر
شگاه در دان وتريكامپ يمهندس يدكتر يدانشجو يدر حال حاضر و. اخذ نمود فيشر

 يتصادف يها تميگراف، الگور يها تميالگور ي نهياست و به پژوهش در زم فيشر يصنعت
  .بزرگ علاقمند است يها داده يبرا يبيو تقر

  


